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Abstract 
 

 In these days the discrete Fourier-transform (DFT) can be considered as a traditional 

tool in the field of processing time domain datasets. The DFT and its variant applied in 

practice widely, the Fast Fourier-transform (FFT), are able to provide the spectrum of an input 

dataset with great accuracy in case of appropriately chosen sample rate and recording length. 

However there is a problem with the DFT. Namely, it responds very sensitively to emerging 

of any little noise in the input dataset and the spectrum obtained as the output becomes noisy 

as well. In practise this problem is generally tried to treat by using noise filtering techniques 

before and/or after computing the spectrum. 

 In my dissertation I have searched the solution of the mentioned problem by the 

recondition of the spectrum computation procedure itself. The theory of series expansion 

inversion as a principle was elaborated previously by the researchers of the Department of 

Geophysics of the Miskolc University. By using the formulas of the continuous Fourier-

transform and its inverse pair as starting-points, I have managed to convert the spectrum 

computation into the solution of an over determined inverse problem. This new conception 

that has been named INVERSION FOURIER-TRANSFOM (I-FT) is built on assuming the spectrum 

to be determined in the form of a series expansion. While the set of basis functions can be 

fixed by us, the unknown parameters of the problem will be the expansion coefficients. 

Actually, in this manner we discretize the continuous spectrum by the introduction of 

expansion coefficients. The main advantage of this approach is that a linear relationship exists 

between the vector space of the unknown parameters and the vector space of the measured 

time domain data. The actual form of this relationship is basically determined by the elements 

of the set of basis functions used for the finite series expansion. Providing the surplus of the 

measured data in comparison to the number of the unknown parameters, the optimal values of 

these latter can be obtained by soluting an over-determined linear inverse problem. The 

mathematical tools that can be applied to the solution of the inverse problem provide the 

resistance against the noise contaminating the measured data due to their optimum criterions 

expressed in objective functions. 

 By choosing the appropriate ones from these tools, I have introduced two new 

methods based on the conception of INVERSION FOURIER-TRANSFORM (I-FT). The LEAST 

SQUARES FOURIER-TRANSFORM (LSQ-FT) provides resistance against noises following 

Gaussian distribution. In case of distributions that are quite different from the Gaussian and 



produce outliers (e.g. Cauchy distribution), the ITERATIVELY REWEIGHTED LEAST SQUARES 

FOURIER-TRANSFORM (IRLS-FT) based on minimizing the weighted norm defined by Cauchy 

weights offers a solution for the problem of spectrum estimation. 

 By choosing three different sets of basis functions for the discretization of the 

spectrum, I have developed three variants of each method (that is six variants overall) that I 

have implemented in the form of computer programs. The spectrum discretization based on 

the system of Hermit functions can be applied to spectrum estimations only in case of finite 

energy and approximately band limited, deterministic signals contaminated by random noises. 

The variant of the LEAST SQUARE FOURIER-TRANSFORM method that uses the spectrum 

discretization basing on the SYSTEM OF HERMIT FUNCTIONS, the H-LSQ-FT, has proved its 

efficient noise reduction capability with respect to both the estimated spectrum and the time 

domain pair of it. For the signal contaminated by noises following distributions producing 

outliers, the ITERATIVELY REWEIGHTED LEAST SQUARE FOURIER-TRANSFORM method with 

the spectrum discretization basing on the SYSTEM OF HERMIT FUNCTIONS (H-IRLS-FT) has 

provided excellent results in the field of noise reduction. The reliability of the results has been 

confirmed by statistical examinations for each procedure. 

 Another possible way of spectrum discretization has been realized by using the SET OF 

INTERVALWISE CONSTANT FUNCTIONS for the series expansion. The LEAST SQUARE FOURIER-

TRANSFORM with the spectrum discretization basing on this set of basis functions, the C-LSQ-

FT, has yielded results that are very similar to those of the DFT algorithm. However, the other 

variant that combines the ITERATIVELY REWEIGHTED LEAST SQUARE FOURIER-TRANSFORM 

method with the spectrum discretization basing on the SET OF INTERVALWISE CONSTANT 

FUNCTIONS, the C-IRLS-FT, has spectacularly freed the tested signal from the influence of 

outliers. 

 I have based the last solution for the spectrum discretization introduced in my 

dissertation on the set of Dirac-delta functions. By this choice, the spectrum to be determined 

has been discretized with respect to not only the expansion coefficients but the values of 

frequency taken into account. In this manner, I have got back to the approach of the DFT by 

following an independent way of it. The results of the completed examinations have proved 

that the LEAST SQUARE FOURIER-TRANSFORM with the spectrum discretization basing on the 

SET OF DIRAC-DELTA FUNCTIONS, the D-LSQ-FT, provides completely the same spectrum as 

the DFT in that limit case when the number of unknown parameters and the number of 

measured data are equal. Actually, I have found the link between the conception of the 

INVERSION FOURIER-TRANSFORM (I-FT) introduced by me and the traditional spectrum 



computation method, the DFT. On the other hand, the ITERATIVELY REWEIGHTED LEAST 

SQUARES FOURIER-TRANSFORM with the spectrum discretization basing on the SET OF DIRAC-

DELTA FUNCTIONS, the D-IRLS-FT, has behaved differently from the DFT that has been 

shown by removing the influence of the outliers in the estimated spectrum and its time 

domain pair. 
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Bevezetés 
 

A geofizikai mérési adatokban foglalt információ kiolvasása rendszerint hosszú műve-

letsor végén válik lehetővé. E folyamatban az adatfeldolgozás jelenti a kezdetet, melynek esz-

köztárában kiemelten fontos szerepet játszik a Fourier-transzformáció. Időben (vagy térben) 

változó jelenségek vizsgálatára a műszaki- és természettudományok területén igen hasznos 

eszköznek bizonyult a Fourier analízis, melynek segítségével az időtartományban mért jelet 

frekvenciatartománybeli (spektrális) viselkedése alapján is megvizsgálhatjuk. A frekvencia-

spektrum, továbbiakban csak spektrum, előállítása egzakt matematikai formulákon, ill. azok-

ból levezethető, különböző feladatokra kidolgozott algoritmusokon alapul, így széles körben 

alkalmazott eszköz a diszkrét idősorok Fourier analízisében a diszkrét Fourier-transzformáció 

(DFT), ill. annak számítógépi környezetre specializált változata, a gyors Fourier-

transzformáció (FFT). A Fourier-transzformáció inverze is fontos szerepet játszik az adatfel-

dolgozásban, melynek segítségével a Fourier-transzformált ismeretében állíthatjuk elő a vizs-

gált jel időtartománybeli reprezentációját (egzakt algoritmusokkal egzakt módon). 

 A mérési adatok mindig zajjal terheltek, így a feldolgozás, ill. értelmezés módszereit 

abból a szempontból is vizsgálnunk kell, hogy azok milyen mértékben zajérzékenyek. A 

Fourier-transzformáció lineáris leképezés, diszkrét variánsaiban (DFT, FFT) pedig a spektru-

mot (általában) inhomogén lineáris algebrai egyenletrendszer megoldásaként állíthatjuk elő. 

Érthető tehát, hogy az időtartományban jelentkező zajt a lineáris transzformációval leképez-

zük a frekvencia tartományba, emiatt a Fourier-transzformáció zajérzékeny eljárás. Egy ha-

sonlattal élve, a Fourier analízis jelen gyakorlata annak a nem létező DC geoelektromos kuta-

tási felfogásnak felelne meg, amelyben pl. egy háromréteges földtani szerkezetet kutatva az öt 

ismeretlen modellparaméter meghatározására öt adatot mérnénk meg, és ezek alapján olda-

nánk meg az inverz feladatot. Az ilyen módon kitűzött feladat egyértelmű – öt adat öt ismeret-

len – egyenletrendszert jelent. (A modellparaméterek előállítása felel meg a Fourier-

transzformációnak.) A megoldás ismeretében a direkt feladat megoldásaként, az öt (zajjal 

terhelt) mérési adat állna elő (ez felel meg az inverz Fourier-transzformációnak). A DC 

geoelektromos (és általában a geofizikai) inverzió gyakorlata ezen a végletesen leegyszerűsí-

tett, és megbízhatatlan eredményekhez vezető felfogáson azonban túllép. 

 A mérési adatokban hordozott véletlen zaj ellen hatásosan védekezhetünk a mérési 

adatok számának növelésével. A geofizikai inverzió számos hatékony eljárást kínál az ún. 

túlhatározott inverz feladat megoldására úgy, hogy akár kiugróan zajos adatrendszerek is si-
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kerrel feldolgozhatók. Mindezek ismeretében adódik a gondolat, hogy a Fourier-

transzformációra az inverzió eszköztárának felhasználásával keressünk megoldást, ezáltal 

csökkentve annak zajérzékenységét. A jelen PhD doktori értekezésben erre a gondolatmenetre 

építve általam kidolgozott eljárásokat mutatok be. 

 A bemutatandó eljárásokat, egy a Miskolci Egyetem Geofizikai Tanszékén évtizedek 

óta követett kutatási irányhoz igazodva, és az elért eredményekre támaszkodva dolgoztam ki. 

A kutatási irány lényege, hogy a kutatandó modell (pl. földtani szerkezet) valamilyen folyto-

nos változótól (pl. hely, frekvencia, lecsengési idő stb.) függő modellparaméterét alkalmasan 

választott bázisfüggvények szerinti sorfejtés formájában diszkretizáljuk, és a sorfejtési 

együtthatókra fogalmazunk meg (rendszerint) túlhatározott inverz feladatot. Ezt az eljárást 

hullámvezető szerkezetek diszperziós jellemzőinek inverziójában (Dobróka, 1997) dolgozta 

ki. Laterálisan változó földtani szerkezeteken mért adatok együttes inverziójára (Gyulai, Or-

mos 1999) dolgozott ki 1.5D inverziós eljárást, amelyben az 1D előremodellezésre alapozott 

inverzió a szinusz és koszinusz függvényeket bázisfüggvényként használó sorfejtés együttha-

tóra nyert megfogalmazást. Ennek általánosításával - a sorfejtés lokális alkalmazása helyére 

integrál-közepet állítva- épített fel inverziós eljárást PhD doktori értekezésében (Kis 1998) 

melynek eredményeit a J. of Applied Geophysics-ben is publikálta (Kis, 2002). A mélység-

pontonkénti inverziós eljárás hiányosságaiból eredő problémák megoldására (Szabó 2004) 

PhD értekezésében egy új inverziós értelmezési eljárást vezetett be, az ún. intervallum inver-

ziós módszert. Ennek keretében egy nagyobb mélységintervallum adatrendszerét egyetlen 

inverziós eljárásba integrálva, nagymértékben túlhatározott inverz problémát definiált, amely-

nek ismeretlenjei az intervallumon folytonos függvényekként értelmezett petrofizikai jellem-

zők Legendre függvények (ill. intervallumon konstans függvények) szerinti sorfejtésének 

együtthatói voltak. Az indukált polarizációs adatok feldolgozására (Turai 1981) vezette be az 

ún. TAU transzformáció fogalmát. A TAU-transzformált meghatározására egzakt matemati-

kai megoldást (Dobróka, Turai, Vass 2006) adott, amikor is a sorfejtéses inverziós eljárás 

család keretében az időtartománybeli IP adatsor időállandó spektrumát sorfejtéssel 

diszkretizálta, és a sorfejtési együtthatókra fogalmazott meg túlhatározott inverz feladatot. 

Eötvös inga mérések eredményei, függővonal-elhajlás értékek és digitális terepmodell adatok 

együttes felhasználásával (Dobróka, Völgyesi 2009) a gravitációs potenciáltér rekonstrukció-

jára vezettek be inverziós eljárást, amelyet a Legendre-függvényekkel diszkretizált potenciál 

sorfejtési együtthatóira fogalmaztak meg. Legutóbb (Gyulai, Ormos, Dobróka 2010) a 1.5D 

inverzió módszerét a sorfejtéses inverzió gondolatkörében általánosította 2D (és 3D) szerke-

zetek inverziós vizsgálatára alkalmas módon. 
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1. A Fourier-transzformáció 
 

A Fourier analízis a matematikának egy olyan területe, amely a Fourier-sorfejtés tanul-

mányozásából fejlődött ki, és mára egy nagyon kiterjedt, sokoldalú alkalmazást biztosító is-

meretanyag áll mögötte. A nevét Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) francia matemati-

kusról és fizikusról kapta, aki 1822-ben adta közre „Théorie analytique de la chaleur” című 

munkáját, melyben kifejtette a hővezetésről alkotott elméletét. Ebben a művében azt állította, 

hogy egy független változó bármely függvénye, a változó egészszámú többszörösei szinusz 

függvényeinek végtelen sorába fejthető. Noha ez az állítása nem bizonyult minden függvény-

re vonatkozóan igaznak, annak felismerése, hogy bizonyos folytonos és nem folytonos függ-

vények előállíthatók trigonometrikus függvények végtelen sorával, áttörő jelentőségűnek bi-

zonyult a tudomány és a technika számos területén. Nem sokkal később, 1829-ben írt kor-

szakalkotó dolozatában Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) adott meg olyan 

feltételeket valós értékű periodikus függvényekre vonatkozóan, amelyek teljesülése elegendő 

ahhoz, hogy a függvény megegyezzen Fourier-sorának összegével azokban a pontokban, ahol 

az folytonos. 

 

 

1.1. A Fourier-sorfejtés 

 

A Fourier-sorfejtés szorosan kapcsolódik az ortogonális függvényrendszerek témakör-

éhez, mivel bázisfüggvény-rendszere, a trigonometrikus rendszer, végtelen tagból álló teljes 

ortogonális rendszert képez bármely 2 hosszúságú intervallumon. Ennek jelentősége abban 

mutatkozik meg, hogy bármely 2 hosszúságú intervallumon értelmezett négyzetesen integ-

rálható, vagy 2 szerint periodikus, és a periódusán négyzetesen integrálható függvény előál-

lítható a trigonometrikus rendszert képező függvények együtthatókkal súlyozott összegeként. 

A Fourier-sorfejtés kiterjeszthető tetszőleges, ám véges hosszúságú intervallumra, és az 

Euler-féle képlet (Gáspár, Szarka 1969) alkalmazásával előállítható a Fourier-sor komplex 

alakja (Korn, Korn 1961). 


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melyben x(t) a t független változó (idő) T intervallumon értelmezett, vagy T periódusú valós 

változós függvénye, amely abszolút integrálható a T intervallumon, Ck a Tk=T/(2k) periódu-



 - 4 - 

sú komplex exponenciális bázisfüggvényhez tartozó sorfejtési együttható (Fourier-

együttható), a kitevőben szereplő 1j  pedig a képzetes egységet szimbolizálja. A sorfej-

tési együtthatók számítására vonatkozóan a következő összefüggés írható fel 
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melyben t0 az értelmezési tartomány, ill. periodikus függvények esetén a figyelembe vett pe-

riódus kezdetét jelenti.  

A geofizikai adatfeldolgozás szempontjából, a Fourier-sorba fejtendő x(t) függvény 

valamilyen időtől, vagy távolságtól függő jelenség reprezentációjaként értelmezhető. A to-

vábbiakban tekintsük a t változót az időnek. Ekkor a Ck együtthatók megadják, hogy a külön-

böző Tk periódusidejű, ill. az fk=1/Tk frekvenciájú bázisfüggvények milyen mértékben vesz-

nek részt a vizsgált x(t) időfüggvény kialakításában. Természetesen a távolságtól függő meny-

nyiségek esetében is érvényesek a Fourier analízis összefüggései, az eltérés csak a változók 

elnevezésében tükröződik. 

A trigonometrikus rendszerről komplex exponenciális rendszerre történő áttérés ered-

ményeképpen a k változó negatív egész értékeket is felvehet, ami negatív fk frekvenciájú ösz-

szetevők megjelenését eredményezi az időtartománybeli függvény felbontásakor. A Ck és a C-

k komplex együtthatók azonban egymás konjugáltjai, így az egyik ismeretében a másik is 

megadható. Fizikai értelme természetesen csak a zérus és a pozitív értéket felvevő frekvenci-

ának van. A negatív frekvencia megjelenése csak a komplex alakra történő átalakítás eredmé-

nye, aminek főként számítástechnikai előnye van. 

A Fourier-sorfejtés jelentősége a jelek vizsgálata szempontjából abban nyilvánul meg, 

hogy alkalmazásával a jel viselkedését két különböző tartományban tanulmányozhatjuk. Az 

időtartományból való áttérést a frekvenciatartományba a komplex sorfejtési együtthatók (2) 

szerinti előállítása jelenti. A jel frekvenciatartománybeli képét, a spektrumot, a Ck komplex 

sorfejtési együtthatók értékei írják le, az egész értékeket felvevő k indexhez tartozó fk=(2k)/T 

diszkrét frekvenciapontok függvényében. Ennek megfelelően a Fourier-sorba fejthetőség fel-

tételeinek eleget tevő időfüggvények spektrumait valós változós komplex értékű függvények 

formájában írhatjuk le,. Ezt a diszkrét frekvenciaspektrumot két részre lehet bontani az ábrá-

zolhatóság megoldása érdekében. Egyrészt lehetőség van a valós és a képzetes összetevők 

elkülönítésére, másrészt képezhető az együtthatók |Ck| abszolútértékeit bemutató 

amplitúdóspektrum, és az együtthatók arc(Ck) arkuszait szemléltető fázisspektrum.  
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A frekvenciatartományból való visszatérést az időtartományba az (1) összefüggés alapján 

lehet végrehajtani a diszkrét frekvenciaspektrum ismeretében, és a komplex exponenciális 

bázisfüggvény-rendszer felhasználásával. 

A teljes ortogonális normált függvényrendszerekre általánosan érvényes Parseval-tétel  

az alábbi összefüggéssel írható fel a Fourier-sorfejtés bázisfüggvény-rendszerére vonatkozóan 

(Korn, Korn 1961) 

 
 




Tt

t k
kCdttx

T

0

0

22 )(1 .        (3) 

Ennek fizikai jelentéstartalma a következőképpen fogalmazható meg. Az időtartományban T 

intervallumon értelmezett, vagy T periódussal bíró jelnek a T intervallumra vonatkozó átlag-

teljesítménye (négyzetes középértéke) kiszámítható a diszkrét amplitúdóspektrum négyzetösz-

szegével. 

 

 

1.2. A folytonos Fourier-transzformáció (FT) 

 

A Fourier-sorfejtés koncepciója kiterjeszthető olyan elméleti esetre, amikor a nem pe-

riodikus függvény T értelmezési tartománya mindkét irányban végtelenre nő, vagy ami ezzel 

teljesen egyenértékű, a periodikus függvény periódusa végtelenre növekszik. Ennek a határ-

átmenetnek az elvégzése révén juthatunk el a Fourier-sorfejtéstől a Fourier analízis egyik leg-

gyakrabban alkalmazott matematikai eszközéhez, a folytonos Fourier-transzformációhoz, 

vagy a jelzőt elhagyva egyszerűen csak, a Fourier-transzformációhoz.  

A Fourier-transzformáció matematikai jellemzőit tekintve az integráltranszformációk 

csoportjába tartozik. Az integráltranszformációkra általánosan érvényes összefüggés a követ-

kező alakban írható fel (Beckenbach, 1965) 

dqqxqpKpX
b

a  )(),()( .        (4) 

A speciális műveletként, vagy rendszerként is felfogható integrál transzformáció bemenetét az 

x(q), kimenetét pedig az X(p) függvények képezik. Az integrálon belül megjelenő K(p,q) 

függvény neve magfüggvény, vagy kernelfüggvény, ami a bemenet és a kimenet független 

változóitól egyaránt függ. A magfüggvény megválasztásával, és az a valamint a b betűkkel 

jelölt integrálási határok rögzítésével lehet definiálni a különböző integráltranszformációkat. 

Az integrál transzformációk nagyon fontos tulajdonsága, hogy kölcsönösen egyértelmű leké-

pezést valósítanak meg valamely függvénytér függvényei között. Gyakorlati szempontból 
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különösen azoknak van jelentősége, melyek inverz transzformációja is integráltranszformáció. 

Az ilyen típusú integráltranszformációk használatának akkor mutatkozik meg az előnye, ha a 

probléma kezelése egyszerűbb a p-vel jelölt változó tartományában, és a megoldás q tarto-

mánybeli megfelelőjének előállítása nem jelent különösebb nehézséget. 

A jelfeldolgozási műveletek szempontjából tekintve, a Fourier-transzformáció a jel re-

gisztrálásának általában megfelelő időtartományt, és a jel vizsgálatának, ill. feldolgozásának 

az előzőétől eltérő lehetőségeit biztosító frekvenciatartományt kapcsolja össze az alábbi ösz-

szefüggés alapján (Brigham 1974) 






 dtetxfX ftj 2)()( ,        (5) 

melyben az x(t) egy jel időfüggvényét, az X(f) pedig annak spektrumát azonosítja. A Fourier-

transzformáció kernelfüggvénye a K(f,t) = e-j2ft függvény, ami komplex értékű, és ennek 

megfelelően a frekvenciaspektrum is általában komplex értékű függvénnyel adható meg. 

A kernel függvény reciprokának felhasználásával lehet definiálni az inverz 

kernelfüggvényt. Ennek segítségével írható fel az inverz Fourier-transzformáció összefüggése 

a következő alakban (Brigham 1974) 






 dfefXtx ftj 2)()(         (6) 

Az inverz Fourier-transzformáció lehetővé teszi, hogy a frekvenciatartományból visszatérjünk 

az időtartományba. Nagy jelentősége van a frekvenciatartományban feldolgozott jel időtarto-

mánybeli alakjának előállításában. A Fourier-transzformáció a Fourier-sorfejtéstől eltérően 

nem diszkrét, hanem folytonos spektrális felbontását eredményezi a vizsgálat tárgyát képező 

jelnek. Mivel általános esetben a frekvenciaspektrum komplex értékű függvény, ezért megje-

lenítése a valós és képzetes összetevők, vagy a belőlük képzett |X(f)| amplitúdóspektrum és 

arc[X(f)] fázisspektrum ábrázolásával lehetséges. 

Az elméletileg felírható időfüggvények nem mindegyikének létezik a Fourier-

transzformáltja. A Fourier-transzformált létezésére vonatkozóan a Dirichlet-féle feltételekre 

szokás hivatkozni (Hütte, 1993). Ezek a feltételek azonban nem jelentenek erős korlátozást a 

gyakorlat szempontjából, mivel a determinisztikus jelek időtartománybeli viselkedése a leg-

több esetben leírható, ill. jól közelíthető olyan függvényekkel, amelyek négyzetesen integrál-

hatók a valós számok értelmezési tartományán. A négyzetesen integrálható időfüggvényekkel 

megadható jelek (más néven véges energiájú jelek) esetében pedig a Fourier-transzformált 

mindig létezik. 
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A Fourier-transzformációra vonatkozóan is érvényes a Parseval-tétel, amely a követ-

kező formában írható fel (Brigham 1974) 

 








 dffXdttx 22 )()(         (7) 

A baloldalon jelenik meg a jel négyzetének integrálja, ami egy véges energiájú jel esetében 

arányos a jel által képviselt energiával. Az összefüggés fizikai tartalmának megfogalmazása 

szerint, a jel által képviselt energia arányos a jel amplitúdóspektruma négyzete alatti görbete-

rülettel. A jel amplitúdóspektruma négyzetét a Parseval-tétel szemléletes jelentése alapján 

energiaspektrumnak nevezik. 

 

 

1.3. A mintavételi tétel 

 

A mérőberendezések átviteli tulajdonságai és más egyéb okok miatt, egy jel időfüggvé-

nyének értékei sohasem változhatnak teljesen függetlenül a szomszédos értékekhez képest. 

Ennek ismeretében jogosan merült fel az a feltételezés, miszerint egy folytonos jel bizonyos 

feltételek teljesülése esetén előállítható diszkrét értékeinek sorozatából. A rekonstrukció mód-

járól és feltételeiről rendelkezik a mintavételi tétel, melynek lényege a következőképpen fog-

lalható össze. Bármely fmax –nál nagyobb frekvenciájú összetevőt nem tartalmazó, azaz sáv-

korlátozott jel időfüggvényének tetszőleges pontossággal történő megadásához elegendő a ∆t 

= 1/(2fmax) időintervallumonként felvett értékeinek ismerete. Az 1/∆t=2fmax mintavételi határ-

frekvenciát nevezzük Nyquist frekvenciának. A jel sávkorlátozott volta miatt, a frekvencia-

spektruma előállítható a Fourier-sorfejtés segítségével. A sorfejtés eredményét időtartomány-

ba átalakítva az inverz Fourier-transzformáció segítségével, és a megfelelő helyettesítést elvé-

gezve adható meg az időfüggvény előállításának módját leíró összefüggés (Fodor 1967). 

maxmax

max

2
1

)(2
)](2sin[

)()(
f

t
tktf

tktftkxtx
k





 


 


    (8) 

A teljesen pontos előállítás természetesen nem lehetséges, mivel ahhoz végtelen számú idő-

függvény érték ismeretére lenne szükség. A valóságban egyébként is legtöbbször csak jó kö-

zelítéssel tekinthető egy jel sávkorlátozottnak, így az fmax érték megadása is bizonyos mérték-

ben önkényes döntés eredménye. Mindezek ellenére, egy adott jel esetében elég nagy fmax ér-

téket választva, és ezzel együtt elegendően kis ∆t mintavételi időközt alkalmazva, megfelelő 

számú x(k∆t) érték ismeretében a jel gyakorlatilag meghatározottnak tekinthető. 
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A mintavételi tétel a frekvenciatartományra is megfogalmazható. Egy véges ideig tartó 

jel frekvenciaspektruma tetszőleges pontossággal meghatározható, elegendő számú és megfe-

lelő gyakorisággal ismert értékeinek ismeretében, az alábbi összefüggés segítségével (Fodor 

1967) 

T
f

fnfT
fnfTfnXfX

n 2
1,

)(2
)](2sin[)()( 











     (9) 

A jelek időkorlátozottsága a gyakorlatban mindig teljesül, hiszen a vizsgálat tárgyát képező 

időtartománybeli adatsor hossza véges. Az időkorlátozottság teljesülése mellett azonban a jel 

nem tekinthető egzakt módon sávkorlátozottnak. Ugyanakkor a véges energiájú determinisz-

tikus jelek jó közelítéssel sávkorlátozottaknak tekinthetők, mivel esetükben megadható egy 

olyan fmax frekvencia érték, amelyen túl az összetevők hozzájárulása a jel energiájához már 

elhanyagolható. Ilyen típusú jeleknél a véges hosszúságú regisztrátumnak köszönhető időkor-

látosság összeegyeztethető a gyakorlat szempontjából megfelelő pontossággal teljesülő sáv-

korlátozottsággal. Ez pedig lehetővé teszi a mintavételi tétel alkalmazását ugyanazon jelre 

vonatkozóan mindkét tartományban. 

 

 

1.4. Diszkrét Fourier-transzformáció (DFT) 

 

A folytonos Fourier-transzformáció nagyon hasznos problémamegoldó eszközt jelent 

sok olyan területen, ahol explicit formában megadott függvényekkel kell időtartományban 

nagyon bonyolult műveleteket elvégezni. Azonban a mért jelek függvényekkel történő pontos 

megadása a legtöbb esetben nem lehetséges. A digitális méréstechnika és a számítógépes 

adatfeldolgozás fejlődésének már a korai szakaszában megmutatkozott az igény egy olyan 

módszer kifejlesztésére, melynek segítségével a folytonos Fourier-transzformáció lehetőségei 

véges hosszúságú diszkrét adatsorokra is kiterjeszthetők. 

A diszkrét Fourier-transzformáció (DFT) a folytonos Fourier-transzformáció egy 

olyan speciális esetének tekinthető, ami a számítógépes adatfeldolgozásban is alkalmazható. 

A DFT a folytonos x(t) időfüggvény origóra szimmetrikus 2T hosszúságú intervallumán, ∆t 

időközzel vett N darab x(k∆t) függvényérték alapján előálló, véges hosszúságú diszkrét idő-

függvényből kiindulva képezi az ugyancsak diszkrét X(n∆f) frekvenciaspektrumot, az alábbi 

összefüggés alapján (Brigham 1974) 

 

 
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fetkxtfnX
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
 


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Az összefüggés dimenzióhelyes, és arra az esetre vonatkozik, amikor a mintavételi értékek a 

mintavételi időközök közepére vonatkoznak. Az alul megtört zárójelpár    az egészrész 

képzés műveletét jelzi, és a diszkrét frekvenciaspektrum értékeket azonosító n egész értékű 

változó a k-hoz hasonlóan, ugyancsak a     2/,2/ NN zárt intervallumban vehet fel érté-

ket.  

A DFT-vel számított frekvenciaspektrum pontosságát illetően nagy jelentőséggel bír a 

∆t mintavételi időköz, és a minták N számának megválasztása. Véges energiájú determiniszti-

kus jelet feltételezve, a mintavételi időközt lehetőleg úgy kell tervezni, hogy a belőle számít-

ható fmax=1/(2∆t) Nyquist-frekvenciánál nagyobb összetevők már csak elhanyagolható rész-

ben járuljanak hozzá a jel kialakításához. Ellenkező esetben ugyanis a nagyobb frekvenciák-

nál jelentkező hamis értékek miatt jelentősen torzulhat a DFT-vel számított diszkrét frekven-

ciaspektrum. Ezt az alulmintavételezésből adódó torzulást a spektrumban, alias-hatásnak ne-

vezik. 

A minták N számának megválasztásával tulajdonképpen a regisztrálási tartomány 

hosszát lehet megszabni. Ezt az időtartamot a mintavételi időköz ismeretében úgy kellene 

meghatározni, hogy a csonkítás eredményeképpen elhagyott rész hozzájárulása a jel teljes 

energiájához képest elhanyagolható legyen. Ellenkező esetben, a számított frekvenciaspekt-

rum jelentős torzulást szenvedhet a jel tényleges spektrumához képest. Ez a torzulás a frek-

venciatartománybeli képen fodrozódás formájában jelentkezik, ami az időtartománybeli négy-

szög ablak frekvenciatartománybeli megfelelőjének, a szinusz-kardinálisz függvénynek a 

konvolúciós hatását tükrözi. 

A folytonos Fourier-transzformációhoz hasonlóan a DFT-nek is létezik az inverz pár-

ja. Az inverz diszkrét Fourier-transzformáció (IDFT) segítségével diszkrét frekvenciaspekt-

rumból számítható ki a neki megfelelő diszkrét időfüggvény. Az IDFT összefüggése az előző-

ekben már alkalmazott jelölések segítségével a következőképpen írható fel (Brigham 1974) 

 

 
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tefnXftkx
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 
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2/

2

.     (11) 

A folytonos Fourier transzformációra és inverzére vonatkozóan bizonyítást nyert tételek meg-

felelően átalakított formában ugyan, de érvényesek a DFT-re és az IDFT-re is. A Fourier sor-

fejtés és a folytonos Fourier transzformáció eseteire már bemutatott Parseval-tétel például az 

alábbi alakot ölti a diszkrét transzformált párokra vonatkozóan (Brigham 1974) 
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1.4.1. A DFT viselkedése zajos jelek esetében 

Egy mérési hibáktól és egyéb környezeti zajoktól mentes determinisztikus jel esetében 

a DFT-vel számított frekvenciaspektrum nagyon jól közelíti az elméleti, vagy más néven eg-

zakt frekvenciaspektrumot, ha a mintavételi időköz és a regisztrálási időtartam a vizsgált fo-

lyamatnak megfelelő módon van megválasztva. 

Erre vonatkozóan mutatok be egy példát a következő ábrákon. Az 1. ábrán egy zaj-

mentes oszcilláló jelcsomag időtartománybeli képe látható, a 2. ábra pedig ennek a jelnek a 

matematikai formában ismert frekvenciaspektrumát mutatja be. A jel részletesebb bemutatása 

a 3.2.1. részben található meg, időfüggvényének paraméteres alakját azonban itt is feltünte-

tem: )sin()(     tettx t  κ≈738,91 η=2 λ=20 =220 =/4. A 3. ábrán jelenik meg a jel 

DFT-vel számított frekvenciaspektruma. A DFT-vel számított és a pontos frekvenciaspektrum 

között vizuálisan észlelhetetlen az eltérés (az egyes értékek közötti eltérések nagyságrendje 

10-7). 
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1. ábra: A zajmentes jel időtartománybeli képe 
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2. ábra: A zajmentes jel analitikusan számított frekvenciaspektrumának valós és képzetes 

része 
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3. ábra: A zajmentes jel DFT-vel számított frekvenciaspektrumának valós és képzetes része 

 

Zajmentes jelről azonban csak elméleti értelemben beszélhetünk, ezért vizsgálni kell a 

véletlen zajok hatását a számítások útján kapott frekvenciaspektrumra. Annak szemléltetésére, 

hogy az időtartományban megjelenő zajokra milyen érzékenységet mutat a DFT, az előzőleg 

bemutatott jelet σ = 0,1 szórású Gauss eloszlást követő zaj értéksorának hozzáadásával módo-

sítottam. A zajos jel időtartománybeli képét a 4. ábra mutatja be, a DFT-vel számított frek-

venciaspektrum pedig az 5. ábrán látható. Utóbbin megfigyelhetők ugyan a zajmentes jelnél 

tapasztalt csúcsok, ám a zaj hatására jelentős torzulást tükröznek a képek. 
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4. ábra: Gauss eloszlású zajjal terhelt jel időtartománybeli képe 
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5. ábra: A Gauss eloszlású zajjal terhelt jel DFT-vel előállított frekvenciaspektruma 

 

A gyakorlatban a Gauss-eloszlásnál rendszerint nehezebben kezelhető zajok hatása ér-

vényesül, ezért az előző adatrendszer véletlenszerűen kiválasztott 10%-ához további, σ=2 

szórású Gauss eloszlás alapján generált extra zajt keverve (kiugró adatok) állítottam elő a 6. 

ábrán látható adatsort. A kiugró hiba értékek nagysága miatt, a függőleges tengelyre alkalma-

zott léptéket a felére csökkentettem az előzőleg bemutatott idősorok képeihez viszonyítva. A 

6. ábra jelét az 1 ábra zajmentes képével összevetve szembetűnő a zaj hatására bekövetkező 

torzulás. A zajos jel DFT-vel számított spektrumát ábrázolva megdöbbentő eredményt látha-

tunk. A 7. ábrán megjelenített spektrumon, a zajmentes esethez tartozó csúcsokra és elhelyez-

kedésükre vonatkozóan már szinte semmilyen következtetést nem vonhatunk le. 
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6. ábra: Gauss eloszlású zajjal és a hozzá társuló véletlenszerűen fellépő kiugró hiba értékekkel 

terhelt jel időtartománybeli képe 
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7. ábra: Gauss eloszlású zajjal és a hozzá társuló véletlenszerűen fellépő kiugró hiba 

értékekkel terhelt jel DFT-vel számított frekvenciatartománybeli képe 
 

A bemutatott ábrák egyértelműen szemléltetik a DFT zajérzékeny viselkedését. Ennek 

az előnytelen tulajdonságnak az ismeretében, joggal merül fel az igény egy rezisztensebb (zaj-

jal szemben kevésbe érzékeny) és robusztusabb (a zaj eloszlásától kevésbé függő) tulajdonsá-

gokkal bíró frekvenciaspektrum számítási módszer kifejlesztésére. A geofizikai inverzióelmé-

let kész eszközrendszert kínál a mérési hibákkal terhelt adatrendszerekben foglalt információ 

kiolvasására. Ebből a tényből kiindulva alakíthatjuk ki a frekvenciaspektrum inverziós mód-

szerekkel történő meghatározásának új koncepcióját, melynek lényegét a Fourier-

transzformáció inverz feladatmegoldásra történő visszavezetése képezi. 

 

 

2. A Fourier-transzformáció visszavezetése inverziós feladatmegoldásra 
 

A számítógépes program formájában megvalósítható DFT véges hosszúságú időtarto-

mánybeli adatsor alapján állít elő egy véges hosszúságú frekvenciatartománybeli adatsort. A 

számított diszkrét frekvenciaspektrumból, a mintavételi tétel frekvenciatartományra vonatko-

zó alkalmazásával származtatható le egy olyan folytonos frekvenciaspektrum, amely a minta-

vételezés és a csonkítás hatásától mentes, egzakt frekvenciaspektrumot valamilyen pontos-

sággal közelíti. Ez az út tehát két lépésben vezet el a diszkrét időfüggvénytől a folytonos 

frekvenciaspektrum közelítéséhez. 

A diszkrét idősorból folytonos frekvenciaspektrum előállításának feladatát meg lehet 

közelíteni azonban az előbb említetthez képest eltérő, a geofizikai inverzió eszköztárára tá-

maszkodó szemléletmód alapján is. Az inverziós módszerek alkalmazásának első lépése a 
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vizsgálat tárgyát képező objektum modelljének kialakítása. A modellalkotás során a feladat 

szempontjából lényeges tulajdonságokat kiemeljük, a lényegteleneket pedig elhanyagoljuk. A 

modell matematikai jellemzésére modellparamétereket vezetünk be. A modellt leíró M darab 

paraméter egy M dimenziós oszlopvektorba, a paramétervektorba rendezhető (Menke 1984) 

 T
Mmmm 110 ,...,, m .        (13) 

A vizsgált objektum modelljének ismerete azt jelenti, hogy adott a 

)g(md sz            (14) 

(rendszerint nemlineáris) vektor-vektorfüggvény, amely kapcsolatot teremt a modell paramé-

terei és a modellen (ideális körülmények mellett) mérhető adatok között. Ez az ún. direkt fel-

adat.  

A valóságos objektumot leíró modell paramétereinek értékét közvetlen mérési mód-

szerek segítségével nem lehet meghatározni, ezért azok a feladatmegoldás szempontjából is-

meretleneknek tekintendők. Az ismeretlen paraméterek értékeinek meghatározása érdekében 

mérések végrehajtására van szükség olyan módszerek alkalmazásával, melyek esetében a mért 

mennyiségek közvetett módon kapcsolatban állnak a modellparaméterekkel. A mérésekből 

származó N darab adatból N dimenziós oszlopvektor, az adatvektor alakítható ki (Menke 

1984) 

 T
Nddd 110 ,...,, d .         (15) 

Az adatok és a paraméterek tere közötti kapcsolatot biztosító összefüggés általános megneve-

zésére alkalmazott szinonim szakkifejezések a modelltörvény, és a direkt feladat. A mért ada-

tok vektora és a számított adatok vektora között, a felvett modell és a valóságos objektum 

közötti eltérések, valamint a méréseket terhelő hibák jelenléte miatt, minden esetben különb-

ség áll fenn. A különbség jellemzése az eltérésvektorral  

szdde  ,  

ill. egy megfelelően választott célfüggvénnyel történik. A célfüggvény az eltérésvektor vala-

milyen  

)(eEE            (16) 

monoton skalár függvénye.  

A geofizikai inverz feladat megoldása olyan paraméter értékek meghatározására irá-

nyul, amelyek a megválasztott célfüggvény értelmében, a legkisebb eltérést biztosítják a mért 

és a számított adatok között. A matematikai értelemben vett megoldás, a célfüggvénynek a 

paramétertér vizsgálati tartományán felvett szélsőérték helyeihez kapcsolódik. Az inverz fel-

adatmegoldás célja ennek megfelelően, a direkt feladat függvényének argumentumában sze-
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replő ismeretlen paraméterek optimális értékeinek előállítása, amelyek a célfüggvény szélső-

értékét meghatározzák. Az alkalmazott célfüggvénytől, a direkt feladat tulajdonságaitól és a 

szélsőértékhely keresésének módjától függően számos inverziós módszert fejlesztettek ki 

(Menke 1984). Ez a gazdag eszköztár nagy lehetőségeket biztosít a szakemberek számára, 

ugyanakkor az egyes módszerek használhatóságára vonatkozó korlátokkal, előnyökkel és hát-

rányokkal is tisztában kell lennie az alkalmazónak. 

A Fourier-transzformáció inverziós feladatmegoldásra történő visszavezetésének első 

lépésében a frekvenciaspektrumra vonatkozó modellt kell felállítani. A vizsgálat tárgyát képe-

ző véges energiájú folytonos időfüggvényű jelek esetében, a frekvenciaspektrum egy valós 

változós komplex értékű folytonos függvénynek tekinthető. A folytonos függvény azonban 

közvetlenül nem illeszkedik bele az inverzió elmélet diszkrét paraméterekre épülő koncepció-

jába. Emiatt a folytonos függvény modelljét diszkrét paraméterekkel leírható formába kell 

önteni. Erre a célra a sorfejtést alkalmazzuk. 

Tételezzük fel, hogy az előzőekben már említett feltételeknek eleget tevő X(f) frekven-

ciaspektrum tetszőleges mértékben megközelíthető egy megfelelően választott  

{i ; i=1,2,…} valós bázisfüggvény-rendszer szerint kifejtett függvénysorral az alábbi össze-

függés alapján.  





M

i
ii fΦcfX

1
)()( .         (17) 

A tetszőleges mértékű megközelíthetőség a kifejezésben szereplő i függvények M számának 

alkalmas megválasztását jelenti. A függvénysor egyes tagjainak hozzájárulását az összegzés-

sel kapott eredményhez, a ci (általában komplex) sorfejtési együtthatók értékei szabják meg. 

Ha a frekvenciaspektrumot ezzel a modellel közelítjük, akkor a modell paraméterei a sorfejté-

si együtthatók lesznek.  

A sorfejtési együtthatók értékei elméletileg pontosan meghatározhatók az alábbi 

egyenlet alapján, melyben az integrálás határait a függvények értelmezési tartománya jelöli ki. 


b

a
ii dffΦfXc )()(          (18) 

Ennek alkalmazásához azonban ismerni kellene a függvénysorral közelített függvényt is. 

Minthogy éppen az X(f) frekvenciaspektrum meghatározása jelenti a célt, a sorfejtési együtt-

hatók (18) egyenlet szerinti számítására nincs lehetőség.  

A sorfejtési együtthatók, mint ismeretlen paraméterek, valamilyen szempontból opti-

málisnak mondható értékeire csak a jel időtartománybeli megjelenési formájára vonatkozó 
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információk ismeretében lehet következtetni. Ennek a feltétele az, hogy a mérhető mennyisé-

gek és a modell paraméterek között matematikai eszközökkel pontosan, vagy elfogadható 

közelítéssel leírható kapcsolat létezzen. Az adattér és a paramétertér közötti kapcsolatot meg-

határozó direkt feladat felállításához közvetlenül alkalmazható az inverz Fourier transzformá-

ció összefüggése, amely a k-ik mintavételi időpontra vonatkozóan a számított (elméleti) ada-

tot az 
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alakban állítja elő. A levezetés baloldalán megjelenő, a tk időponthoz tartozó xsz időtarto-

mánybeli mennyiség tekinthető a modelltörvény (direkt feladat) alapján számított adatnak. A 

számításához szükség van az X(f) frekvenciaspektrumra. A frekvenciaspektrum előállítható a 

(17) egyenletben bemutatott módon, ami zárójelbe foglalva jelenik meg a második integrálon 

belül. Gyakorlati okok miatt a spektrum előállításához felhasznált i függvények számát vé-

gesre kell korlátozni, ami már csak közelítő egyenlőséget teremt a levezetés két vége között. 

A véges számú (M) tagra vonatkozó összegzés a konstans ci sorfejtési együtthatókkal együtt 

kivihető az integrálás szimbóluma elé, ahogy az a levezetés jobboldalán látható. Az integrálok 

i -től és tk -tól függő (általában komplex) értékeit jelöljük Gk,i -vel az alábbi egyenlet alapján 






 dfefΦG kftj
iik

2
, )( .        (20) 

Ha az időtartománybeli adatokból N darab áll rendelkezésre, a közelítéshez felhasznált 

függvények száma pedig M, akkor a Gk,i értékek egy NM méretű G mátrixba foglalhatók. 

A (19) egyenlet jobboldalára alkalmazva a mátrix elemek, ill. a mátrix jelölését, lineáris kap-

csolat fedezhető fel az időtartománybeli adatok és az ismeretlen sorfejtési együtthatók között. 

Ennek az összefüggésnek az indexhelyes és mátrix-vektoros alakja a következőképpen írható 

fel: 

cGx 


sz
M

i
iki

sz
k Gcx

1
,        (21) 

A direkt feladat ezen egyenletének jobboldalán szerepelnek a modellparaméterek, melyek 

meghatározása jelenti a tulajdonképpeni inverz feladatot. Az inverz feladat felírásában az idő-

tartománybeli adatokat mérések alapján ismertnek kell tekinteni, ezért a mért adatok vektorát 

a következőkben xm fogja jelölni. A mért adatok a számított adatokkal csak abban az elméleti 
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esetben egyezhetnének meg, ha a modell tökéletesen megegyezne a modellezett objektummal, 

és a méréseket nem terhelnék hibák. Ekkor elegendő lenne ugyanannyi mért adat ismerete, 

mint amennyi ismeretlen paramétere van a modellnek. Az ilyen egyértelműen meghatározott 

inverz feladat egzakt megoldását a lineáris algebra módszereinek alkalmazásával lehet előállí-

tani. 

A gyakorlatban azonban sem a modell, sem a mérési adatok nem pontosak. A modell-

ből eredő hibát csak a modell finomításával lehet csökkenteni. A méréseket terhelő véletlen 

hibák hatása azonban inverziós eszközökkel már csökkenthető. Ennek a feltétele az, hogy 

több mérési adat álljon rendelkezésre, mint amennyi az ismeretlen paraméterek száma, azaz a 

feladat túlhatározott legyen. A túlhatározott lineáris inverz feladatok megoldására számos jól 

bevált technika ismeretes, ennek megfelelően a sorfejtési együtthatók optimális értékei hibák-

kal terhelt időtartománybeli adatsor esetén is számíthatók. Az M darab sorfejtési együttható 

ismeretében pedig már előállítható a frekvenciaspektrum folytonos közelítése, a (17) egyenlet 

jobboldalán megjelenő összeg első M tagjának figyelembevétele mellett. 

Az eddigieket tekintve, ennél a pontnál már kijelenthető, hogy a folytonos frekvencia-

spektrum közelítésére alkalmazott, véges hosszúságú sorfejtésre alapuló modell ismeretlen 

együtthatóinak meghatározása, egy túlhatározott lineáris inverz feladat megoldására vezethető 

vissza. A Fourier-transzformáció eredményének ezt az inverziós módszerekre általános érte-

lemben visszavezetett előállítását elnevezhetjük INVERZIÓS FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓNAK. A 

rövidítéssel kapcsolatban érdemes figyelembe venni, hogy az inverz Fourier-transzformáció 

szavainak kezdőbetűi (IFT) megegyeznek az INVERZIÓS FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓÉVAL. A 

megkülönböztetés érdekében válassza el kötőjel a jelzőt a jelzett szótól, és legyen a rövidítés 

I-FT. 

AZ INVERZIÓS FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓ (I-FT) elnevezés tulajdonképpen nem egy 

közvetlenül alkalmazható módszert azonosít, hanem a Fourier transzformáció végrehajtásának 

egy sajátos szemléletmódját, melynek különböző változatait lehet kialakítani a felhasznált 

inverziós eszközöktől függően. 

 

 

2.1. A legkisebb négyzetek elve szerinti Fourier transzformáció: LSQ-FT  

 

A geofizikai inverzió gyakorlatában a diszkretizáció után a legfontosabb lépés annak a 

(16) egyenletben sematikusan bemutatott skalárnak a megválasztása, amellyel jellemezni kí-
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vánjuk a mért és számított adatok eltérését. Az egyik leggyakrabban alkalmazott célfüggvény 

az eltérésvektor L2 normája, ill. az alábbi formában felírható négyzete 







1

0

2
N

k
keE , 

ami a méréseket terhelő véletlen hibák Gauss, vagy ahhoz közeli eloszlása esetén szolgáltat 

optimális eredményt. A számított adatokra kapott egyenletet felhasználva (16) így is írható 
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egyenletrendszer jelöli ki, ami a levezetéseket mellőzve a 
mTT xGcGG           (22) 

normálegyenletre vezet (Menke 1984). Az L2 norma minimalizálása tehát a legkisebb négyze-

tek elvének (Least Square Method, LSQ) alkalmazását jelenti. A normálegyenletben szereplő 

GT szimbólum jelöli a G mátrix transzponáltját. A mátrix-vektoros formalizmussal felírt (22) 

egyenlet valójában egy inhomogén lineáris algebrai egyenletrendszer, melynek az ismeretlen 

sorfejtési együtthatókra vonatkozó megoldása a következő összefüggés alapján állítható elő 

  mTT xGGGc 1
 .         (23) 

Az INVERZIÓS FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓ legkisebb négyzetek elvét alkalmazó itt ki-

fejtett változatát nevezzük LEGKISEBB NÉGYZETEK ELVE SZERINTI FOURIER-

TRANSZFORMÁCIÓNAK, és jelölje az LSQ-FT rövidítés. 

A (23) egyenlet szerinti számítások elvégzésének kritikus eleme az egyenletrendszer 

GTG mátrixának numerikus módszerekkel történő invertálása, amit a -1 érték megjelenítése 

szimbolizál a jobb felső index helyén. A mátrix invertálásának végrehajtása közben keletkező 

hiba erősen befolyásolja az egyenletrendszer megoldásával kapott eredmény megbízhatóságát. 

A különböző módon képzett kondíciószámokkal lehet jellemezni azt a kockázatot, amit az 

adott mátrix numerikus módszerekkel történő invertálása jelent az egyenletrendszer megoldá-

sának megbízhatósága szempontjából. Az egyik leggyakrabban alkalmazott kondíciószám, a 

vizsgált mátrix és inverzének spektrál normái szorzatán alapul, ami tulajdonképpen a mátrix 

legnagyobb és legkisebb sajátértékének az arányával azonos (Galántai, Jenei 2008) 

min

max
2

1
2 


 AAK  . 



 - 19 - 

Minél nagyobb a K kondíciószám értéke, annál rosszabbul kondicionált a probléma, ami azt 

jelzi, hogy már a bemenet (mért adatok) kismértékű megváltozásának hatására is jelentősen 

módosul a megoldás. Természetesen ez a nagyság relatív módon értelmezendő és környezet-

függő (alapvetően a számítógép aritmetikájától és a közelítés megkövetelt pontosságától 

függ). Az 1-hez közeli értékek azonban nagyon jó kondicionáltságra utalnak minden esetben. 

 

 

2.2.  Az Iteratív újrasúlyozás elve szerinti Fourier transzformáció: IRLS-FT  

 

Az adatsort terhelő véletlen hibák eloszlása gyakran jelentősen eltér a Gauss-tól. Kü-

lönösen ügyelni kell az inverziós eljárás megválasztására, ha ún. kiugró hibákkal is terhelt az 

invertálandó adatrendszer. Ilyen esetben a legkisebb négyzetek elve szerinti megoldás nem 

vezet megbízható eredményre, ezért a hiba eloszlások szélesebb tartományán is jól alkalmaz-

ható, robosztus inverziós eszköz alkalmazására van szükség. A túlhatározott inverz feladat 

megoldását ekkor is az eltérésvektor alkalmasan választott normájához kötjük, ami igen gyak-

ran megfelelő súlyokkal definiált súlyozott norma. 


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
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k
kkw ewE           (24) 

A súlyok számítására szolgáló módszerek közül az egyik leggyakrabban alkalmazott a 

Chauchy-féle súlyozás, melynek alakja a következőképpen írható fel (Amundsen 1991) 

22
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k
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w




 .          (25) 

A formulában szereplő ε2 egy a feladathoz illeszkedően megválasztott pozitív szám, és ek az 

eltérésvektor k-adik eleme. (Látható, hogy az eltérésvektor elemei közül azok, amelyek a ki-

ugró hibák miatt nagyobb értéket vesznek fel, kisebb mértékben járuljanak hozzá a norma 

értékének kialakításához, és ezen keresztül az optimális megoldás előállításához.) Mivel a kw  

súly maga is tartalmazza az ismeretlen sorfejtési együtthatókat, a (24) kifejezés az ismeretle-

nekben nem kvadratikus, ezért a  
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feltételhez kötött minimalizálás nemlineáris egyenletrendszerre vezetne. Ilyen esetekben az 

inverziós feladatok megoldása során gyakran alkalmazott az iteratív újrasúlyozás módszere 

(Iterativly Reweighted Least Square Method, IRLS) (Scales, Gersztenkorn, Treitel 1988). A 
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módszer a nevét onnan kapta, hogy a megoldást iteratív úton állítja elő, és az egyes iterációs 

lépésekben, az előző lépés eredménye alapján számított eltérésvektor elemeivel (újra)számítja 

a kw  súlyokat, amelyek ezáltal az adott iterációban szereplő ismeretlenektől függetlenek. A 

súlyokból egy NN-es méretű W diagonális súlymátrix épül fel, melynek főátlóbeli elemei 

tartalmazzák a (25) szerint számított súlyokat, a Wkk=wk összefüggés alapján. Az i-edik iterá-

ciós lépésben a (i-1)-edik lépés eredménye alapján számított súlyvektor kerül felhasználásra, 

és a normálegyenlet így a súlyozott legkisebb négyzetek lineáris módszerének felel meg 

(Scales, Gersztenkorn, Treitel 1988) 
miTiiT xWGcGWG )1()()1(          (26) 

A sorfejtési együtthatók i-edik lépésbeli értékének meghatározása ebben az esetben a GTW(i-

1)G mátrix invertálásának végrehajtását igényli. Ezután már képezhetők a számított időtarto-

mánybeli adatok a direkt feladat (21) egyenlete alapján. A számított és a mért adatok illeszke-

dését jellemző eltérésvektor alapján pedig előállítható a következő iterációs lépéshez alkalma-

zandó súlymátrix. Az algoritmushoz természetesen valamilyen leállási kritériumot kell meg-

fogalmazni. 

Az INVERZIÓS FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓNAK ezt a (robusztus) változatát nevezzük 

ITERATÍV ÚJRASÚLYOZÁS MÓDSZERE SZERINTI FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓNAK, és jelölje az 

angol elnevezés kezdőbetűi alapján az IRLS-FT rövidítés. 

 

 

2.3. A frekvenciaspektrum diszkretizálása függvénysorok alkalmazásával 

 

Az INVERZIÓS FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓ elgondolásának egyik lényeges eleme a 

frekvenciaspektrum sorfejtéses diszkretizálása. A diszkretizációs lépés gyakorlati megvalósí-

tása előtt meg kellett fontolnom a vizsgálat tárgyát képező jel sorba fejthetőségének problé-

máját. A véges energiájú jelek x(t) időfüggvényei a valós számok halmazán négyzetesen in-

tegrálható függvények közé tartoznak, tehát érvényes rájuk az alábbi reláció 






dttx 2)]([ . 

 A négyzetesen integrálható függvények sorfejtéses előállítása szorosan kapcsolódik az 

ortogonális függvényrendszerek elméletéhez. Egy  értelmezési tartományon négyzetesen 

integrálható függvényekből álló {i ; 1,2,…} függvénysorozatot akkor nevezhetünk ortogoná-



 - 21 - 

lis függvényrendszernek, ha a tagjaira vonatkozóan teljesülnek az alábbi feltételek (Szőkefalvi 

Nagy, 1975) 

nmdttΦtΦ
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A teljes ortogonális függvényrendszerek már nem bővíthetők a fenti összefüggésnek eleget 

tevő további függvénnyel. Ha ezen felül a függvényrendszer minden tagjának normája egyen-

lő 1-el, azaz 

,...2,11)]([ 2 


mdttΦm , 

akkor teljes ortonormált függvényrendszerről beszélhetünk (Szőkefalvi Nagy, 1975). 

Egy teljes ortonormált függvényrendszer az értelmezési tartományán ún. bázisfügg-

vény-rendszert képez. A bázisfüggvény-rendszer jelentősége hasonló a vektorterek bázisvek-

tor-rendszereiéhez. Lineáris kombinációjukkal előállítható az  intervallumon értelmezett 

négyzetesen integrálható függvények bármelyike. Ez a lineáris kombinációban történő előállí-

tás tulajdonképpen egy sorfejtéshez vezet. Mivel a valós számok halmazán négyzetesen integ-

rálható függvények Fourier-transzformáltjai is négyzetesen integrálható függvények, így a 

véges energiájú jelek frekvenciaspektrumai is előállíthatók megfelelően megválasztott bázis-

függvény-rendszer szerinti sorfejtés segítségével. 

A bázisfüggvény-rendszeren alapuló egzakt sorfejtéses előállításnak azonban gátat szab az 

alkalmas függvényrendszerek tagjainak végtelen száma. Emiatt csak tetszőleges mértékű 

megközelíthetőségről beszélhetünk véges függvénysor segítségével. A közelítéskor tehát a 

kiválasztott teljes ortonormált függvényrendszernek egy részhalmazát használjuk fel. 

Elméletileg felmerül az egymásra nem ortogonális függvényekből álló sorozatok al-

kalmazásának a lehetősége is. Ebben az esetben viszont számolni kell azzal a ténnyel, hogy 

csak nagyobb hosszúságú függvénysorral érhető el ugyanaz a közelítési pontosság, mint az 

ortogonális rendszeren alapuló függvénysorral. Ugyanolyan pontosságú közelítéshez tehát 

nagyobb számú sorfejtési együtthatóra van szükség, és ez csökkenti az inverz feladat túlhatá-

rozottságát, ami egy határon túl már hátrányosan befolyásolja az eredmény megbízhatóságát. 

A fentiek figyelembe vételével három bázisfüggvény-rendszert, az Hermit függvénye-

ket, az intervallumon konstans függvényeket és a Dirac δ sorozatot használom fel az inverziós 

feladatmegoldással előállítandó spektrum függvénysoros diszkretizálása érdekében. Mindhá-

rom fajta spektrum diszkretizáció alkalmazható az I-FT két nagy csoportját képező LSQ-FT 
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és IRLS-FT eljárásokon belül. A különböző bázisfüggvény-rendszerek és inverziós feladat-

megoldó eszközök kombinálásával definiált hat algoritmust, (az I-FT hat különböző változa-

tát) részletes numerikus tesztelésnek vetem alá. 

Az I-FT egyes változataira való hivatkozások megkönnyítése és egységesítése érdekében al-

kalmazott rövidítéseket a következő séma szerint építettem fel: 

 bázisfüggvény-rendszer betűjele (H/C/D) – inverziós eszköz rövidítése (LSQ/IRLS) – 

FT. A bázisfüggvény-rendszereknek az értekezésemben előforduló rövidítései közül a kivas-

tagított H betű jelzi az Hermit függvényrendszer alapú spektrum diszkretizálást. 

 

 

3. INVERZIÓS FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓ Hermit függvénysoros diszkreti-

zációval 
 

A folytonos függvényekkel leírható mennyiségek diszkretizálása érdekében leginkább 

az ortogonális függvényrendszereket alkalmazzuk a sorfejtéses geofizikai inverzió területén. 

Használatukkal adott pontosságú közelítés elérése kevesebb ismeretlen paraméter bevezetését 

igényli, mint más nem ortogonális függvénysorozatok esetében, és az inverziós feladat nume-

rikus stabilitását is javítják. 

 

 

3.1. A frekvenciaspektrum diszkretizálása Hermit függvényekkel  

 

A folytonos frekvenciaspektrum diszkretizálására alkalmas ortogonális függvényrend-

szer kiválasztásakor először is meg kell fontolni azt, hogy milyen értelmezési tartományt ve-

gyünk figyelembe. Az inverz Fourier-transzformáció (6) definíciós összefüggése alapján lát-

ható, hogy a frekvenciatartomány a valós számok halmazára terjed ki. Emiatt a frekvencia-

spektrum sorfejtéses közelítésére leginkább alkalmas függvénysorozatnak a valós számok 

halmazán kell ortogonális rendszert képeznie. 

Ennek az elméleti megfontolásnak az alapján esett a választásom elsődlegesen az 

Hermit függvényrendszerre, amely teljes ortonormált rendszert képez a valós számok értel-

mezési tartományán. A függvényrendszer i-edik tagja a következő alakban írható fel 
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melyben );(1 afP H
i az (i-1)-ed fokú Hermit polinom, 2

2

);(
af

eaf


 a négyzetes integrálha-

tóságot (és ortogonalitást) biztosító súlyfüggvény. Az a>0 valós szám (továbbiakban skálázó 

tényező) nagyon fontos szerepet játszik a vizsgált folyamat frekvenciaspektrumának közelíté-

sére leginkább alkalmas függvénysor kialakításában. A nevezőjében gyökvonást tartalmazó 

tört kifejezés, a polinom fokszámától és a skálázó tényezőtől egyaránt függő normáló tényező, 

ami biztosítja, hogy a függvényrendszer bármely tagjának normája azonosan 1 legyen, azaz 

,....2,11);(2 

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idfafH i  

A normálásnak köszönhetően a rendszer tagjai a (-1, 1) intervallumon belül veszik fel értékei-

ket, ami az inverziós feladat numerikus stabilitását tovább javítja. 

A spektrum függvénysoros diszkretizációjának (17) általános összefüggése az Hermit 

függvényrendszer alkalmazása esetében a  
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a G mátrix elemei pedig a (20) formula alapján a 
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alakban írhatók fel. A (29) összefüggést alaposabban megfigyelve látható, hogy tulajdonkép-

pen a súlyfüggvénnyel szorzott Hermit polinomok inverz Fourier-transzformáltjainak a tk mé-

rési időpontokban felvett értékei képezik a G mátrix elemeit.  

Mivel az Hermit polinomok konstansokkal szorzott különböző kitevőjű hatványfügg-

vények összegei, a (29) összefüggésben szereplő integrál felírható a polinom tagjaiból képzett 

integrálok összegeként. Emiatt a továbbiakban elegendő az alábbi formában felírható integrá-

lok kiszámításával foglalkozni 
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melyben a q kitevő pozitív egész és nulla, az  pozitív valós, a  pedig tetszőleges valós érté-

keket vehetnek fel. A q kitevő páros és páratlan értéket is felvehet, aminek a trigonometrikus 

függvényekkel felírt integrálok értéke szempontjából van jelentősége. 

 Vezessük be a 
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2 mmnq  jelölést, amivel a páros és páratlan kitevő értékek 

egyértelműen azonosíthatók. Ha az m=1, azaz a q kitevő értéke páratlan, akkor a páros és pá-



 - 24 - 

ratlan függvények szimmetrikus intervallumon vett integráljára vonatkozó szabályok alkal-

mazásával, az integrál kifejezés a következő alakra egyszerűsödik le 
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2 sin2
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A m=0 páros esetben pedig egy hasonlóan egyszerű alak áll elő 
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A két integrál analitikus számítására létezik összefüggés, ami a következőképpen írható fel 

(Campbell, Foster 1948) 
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Az összefüggésben szereplő H
mnP 2  függvény az a=1 skálázó tényezőjű 2n+m-ed fokú 

Hermit polinomot jelöli. Ez alapján zárt alakban adhatók meg a (29) szerinti G-mátrix komp-

lex értékű elemei, aminek a számítási idő szempontjából nagy jelentősége van.  

Az Hermit függvényrendszer tagjainak alakját az Hermit polinomok fokszáma, és a 

súlyfüggvény lefutását befolyásoló a>0 skálázó tényező szabják meg együttesen. Az Hermit 

polinom fokszáma mindig eggyel kevesebb, mint a belőle kialakított Hermit függvénynek a 

rendszeren belül értelmezett sorszáma. A súlyfüggvény értéke a skálázó tényező értékétől 

függő mértékben tart a zérushoz a függetlenváltozó abszolútértékének növekedésével. Ennek 

következtében az Hermit függvényrendszert olyan jelek frekvenciaspektrumának sorfejtéses 

diszkretizálására célszerű alkalmazni, amelyek jó közelítéssel sávkorlátozottnak tekinthetők 

az időtartománybeli regisztrálás felbontóképessége által meghatározott véges frekvenciatar-

tományon belül. A skálázó tényezőnek fontos szerepe van a frekvenciaspektrum közelítésének 

pontossága terén, mivel a különböző jelekhez kapcsolódó frekvenciaspektrumok a skálázó 

tényező eltérő értékei mellett közelíthetők meg legjobban, adott hosszúságú függvénysor al-

kalmazása esetén. 

A 8. és 9. ábrák igyekeznek ízelítőt nyújtani abból a változatosságból, amit az Hermit 

függvényrendszer tagjai eltérő skálázó tényező értékek mellett képviselnek. Mindkét ábrán 

megfigyelhető az a jelenség, hogy az Hermit függvényrendszer magasabb sorszámú tagjai felé 

haladva a lecsengés egyre távolabb következik be az origóhoz képest. Ez a magasabb sorszá-

mú tagokban szereplő (magasabb fokú) Hermit polinomoknak a súlyfüggvény csillapító hatá-

sát ellensúlyozó képességére vezethető vissza. Ugyanakkor nem mindegy, hogy milyen a ská-

lázó tényező értéke, hiszen annak kisebb értéke mellett a lecsengés még inkább kitolódik. A 
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skálázó tényező és a függvény rendszeren belüli sorszám együttesen befolyásolják, hogy mi-

lyen intervallumon belül képes az adott tag a spektrális információtartalom felbontásában 

részt venni. 
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8. ábra: Az Hermit függvényrendszer s-el jelölt sorszámú tagjainak grafikonja a skálázó 

tényező a=1 értéke esetén 
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9. ábra: Az Hermit függvényrendszer s-el jelölt sorszámú tagjainak grafikonja a skálázó 

tényező a=0,5 értéke esetén 

 

 

3.2. A legkisebb négyzetek elve szerinti Fourier-transzformáció Hermit függvénysoros 

diszkretizáció esetén: H- LSQ-FT  

 

Az előző részben levezettem az INVERZIÓS FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓ (I-FT) megva-

lósítása szempontjából kiemelt szerepet játszó G mátrix elemeinek előállítását a frekvencia-

spektrum Hermit függvénysoros diszkretizációjának alkalmazása mellett. A fenti levezetés 



 - 26 - 

előnye, hogy a (20)-ban megadott általános kifejezésében szereplő integrált zárt alakban ad-

tam meg, ami a számítási idő szempontjából nagyon jelentős. Az ilyen módon előállított G 

mátrixot beépítve a 2.1. alfejezetben bevezetett LSQ-FT eljárásba a H-LSQ-FT algoritmust 

fogalmazhatjuk meg a következőképpen. A mátrix konkrét alakját felhasználva (21) szerint 

előállíthatjuk a számított adatok rendszerét, amivel definiált cGxe  m  eltérésvektor L2 

normájának négyzete előállítható az alábbi formulával 
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egyenletrendszer jelöli ki, ami formailag a (22)-ben megadott normálegyenletre vezet, mely-

nek megoldása (23) szerint képezhető. 

Az ilyen módon előállított együttható rendszerrel (28) szerint számíthatjuk a spektru-

mot, azaz inverziós eljárással előállítottuk a Fourier-transzformáltat. 

Az HERMIT FÜGGVÉNYSOROS DISZKRETIZÁCIÓT ALKALMAZÓ LEGKISEBB NÉGYZETEK 

ELVE SZERINTI FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓT (a továbbiakban csak a rövidítésével azonosítva 

H-LSQ-FT) a fentiek szerinti eljárással definiáljuk. 

 

 

3.2.1. A H-LSQ-FT eljárás numerikus vizsgálata 

 

A Fourier-transzformációt inverziós feladatként kezelő, fentebb bevezetett H-LSQ-FT 

eljárás működésének bizonyítása, és lehetőségeinek tisztázása érdekében numerikus vizsgála-

tokat végeztem. A sztochasztikus folyamatokhoz kapcsolódó jelek vizsgálatát a függvények 

világához kapcsolódó meghatározottság hiánya miatt eleve kizártam, így a gyakorlat szem-

pontjából nagy jelentőséggel bíró determinisztikus jelekkel foglalkoztam. A Fourier-

transzformációra vonatkozó rövid ismertetésben már kiemeltem az ún. véges energiájú deter-

minisztikus jeleket. Ezen belül is egy olyan jelcsoportot különítettem el, melynek tagjai a kö-

vetkező paraméterezett függvénnyel adhatók meg az időtartományban 

)sin()(     tettx t ,        (31) 

Az összefüggésben szereplő η pozitív egész szám vagy nulla, λ pozitív valós szám, κ és  

valós szám,  pedig a [0, /2] tartománybeli valós szám lehet. Az x(t) időfüggvény X(p) Lap-
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lace transzformáltját a transzformációs táblázatok alapján magasabb szintű matematikai mű-

veletek végrehajtása nélkül lehet képezni (Erdélyi, Magnus, Oberhettinger, Tricomi 1954). A 

Fourier és a Laplace transzformációk közötti kapcsolatot megteremtő p=j2f helyettesítés 

alapján a jelcsoport bármely tagjának X(f) frekvenciaspektruma is előállítható. 

A (31) formulában szereplő görög betűkkel jelölt paraméterek értékeit a következő-

képpen rögzítettem a jel kialakítása érdekében: κ= x~/1 , η=2, λ=20, =220, =/4. A κ 

paraméter értékének előállításához felhasznált x~  mennyiség az időfüggvény burkoló görbéjé-

nek a maximumát jelöli, amely a következő összefüggés alapján számítható 




nt

tnetx


~ . 

A κ értékének ilyenformán történő előállításával az időfüggvény értékkészletét a [-1, 1] inter-

vallumra korlátoztam. 

A jel rögzítésére szolgáló mintavételezés időközét ∆t=0,005s-ra választottam, a min-

tavételezés tartományát pedig a t=0s-ra nézve szimmetrikusan vettem fel a következő reláció 

alapján: |t|≤T, T=1s.. Ennek megfelelően a frekvenciaspektrum számításának az alapját képe-

ző időtartománybeli adatok egy N=401 elemből álló adatsort képeztek. A jel időfüggvényé-

nek képét a DFT zajokkal szemben megnyilvánuló érzékeny viselkedésének szemléltetésekor 

az 1. ábrán már bemutattam. Az X(f) frekvenciaspektrum valós és képzetes összetevői a 2. 

ábrán láthatók. 

 

 

3.2.1.1. Az eredmények minősítésére szolgáló mennyiségek 

 

Az INVERZIÓS FOURIER TRANSZFORMÁCIÓ (I-FT) különböző változataival kapott ered-

mények jóságának jellemzése érdekében skaláris mennyiségeket alkalmaztam. Mivel a vizs-

gált jel esetében a frekvenciaspektrum analitikusan ismert volt, ennek megfelelően mintavéte-

lezett értékeiből képzett vektort választottam az összehasonlítás alapjául. Az INVERZIÓS 

FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓVAL (I-FT) és a DFT-vel számított spektrumok eltérését az egzakt-

tól, a frekvenciatartománybeli eltérésvektorral 

elméletiszámított
f XXe )(           (32) 

ill. az ebből képzett alábbi formulával leírható norma segítségével jellemeztem 


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Ez a mennyiség a pontos és a becsült spektrum eltérését méri az összehasonlításra kijelölt Nf 

db frekvenciapont figyelembevételével. Ennek megfelelően a (33) formulával definiált meny-

nyiséget átlagos spektrumtávolságnak (röviden spektrumtávolság) neveztem el. 

Az INVERZIÓS FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓ különböző változataival nem csak a frek-

venciaspektrum közelítését (becslés) lehet előállítani, hanem a sorfejtési együtthatók segítsé-

gével függvénysor formájában előállított (becsült) spektrum inverz Fourier-transzformáltja is. 

Ennek az I-FT spektrum alapján számított időfüggvénynek a felhasználásával kétféle adattá-

volság definiálására is lehetőség van. Képezhetjük a mérési eredményt reprezentáló zajjal 

terhelt szintetikus időfüggvény (gyakorlati esetben a mért adatrendszer) és az I-FT spektru-

mon számított időfüggvény értékei közötti távolságot az alábbi formula szerint 

 
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       (34) 

Ez a mennyiség a valóságos mérési adatok esetében is számítható adattávolság. 

Az elvégzett vizsgálatok eredményeinek értékelése szempontjából igen érdekes az I-

FT spektrumon számított, és a zajmentes időfüggvények értékei közötti eltérést jellemző adat-

távolság, melyet az alábbi formulával definiálhatunk 
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A vizsgálatok során ezt az utóbbi skalárt használtam annak minősítésére, hogy az inverzióval 

előállított spektrumon számított időtartománybeli adatsor milyen mértékben „tisztult” meg a 

zajtól, azaz az INVERZIÓS FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓ egyes változataival milyen mértékű zaj-

elnyomás valósítható meg. 

 
 
3.2.1.2. A H-LSQ-FT módszer vizsgálati eredményei 

 

Az Hermit függvénysoros diszkretizációt a legkisebb négyzetek elve szerinti eljárással 

ötvöző H-LSQ-FT módszer működését elsőként zajmentes, majd a gyakorlati szempontból 

fontos Gauss eloszlású zajjal terhelt jel segítségével teszteltem. 

 
 
3.2.1.2.1. A H-LSQ-FT módszer vizsgálata zajmentes jel esetében 

 

A H-LSQ-FT működőképességének ellenőrzése érdekében, először az 1. és a 2. ábrá-

kon már bemutatott zajmentes jelből képezett időtartománybeli adatsor alapján állítottam elő 
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az elméleti frekvenciaspektrum becslését. Az elméleti és a H-LSQ-FT-vel számított spektru-

mok eltérését jellemző (33) szerint definiált spektrumtávolságot a [-40 Hz, 40 Hz] frekvencia-

sáv alapján f=0,05 Hz–es osztásköz alkalmazása mellett határoztam meg. A skálázó tényező 

a=0,09 és a függvénysor hosszúság M=75 értékei mellett számított frekvenciaspektrum jósá-

gát minősítő spektrumtávolságra 4FTLSQH
f 101,26D  )( –ot kaptam. A becsült spektrumon 

számított időfüggvény (35) szerint képzett adattávolsága pedig a 4FTLSQH
t 109,66D  )(  

értéket vette fel. 

Ezek az eltérésjellemző értékek olyan jónak minősülnek, hogy vizuális különbséget 

nem lehetne észlelni - az 1. és a 2. ábrákon alkalmazott ábrázolási léptékek alkalmazása mel-

lett - a számított és a pontos értékek között. Egy olyan módszer esetében, amelytől az adatain-

kat terhelő hibával szembeni rezisztenciát várunk el, hibamentes körülmények között is meg-

bízható eredményre számítunk. A H-LSQ-FT, amint az eredményekből kiderült, az utóbbi 

követelménynek megfelelt. A zajmentes jel esetében bizonyította a működőképességét, és 

nagyon kedvező spektrum, ill. időfüggvény becsléseket szolgáltatott. 

 

 

3.2.1.2.2. A H-LSQ-FT módszer vizsgálata Gauss zajjal terhelt jel esetében 

 

Az előző részben bemutatott vizsgálatnál a bemenetként funkcionáló időtartománybeli 

adatsort semmiféle zaj nem terhelte. A zajmentes jelnél a DFT algoritmussal nagyon kiváló 

spektrumközelítést lehetett elérni ( 7)(  105,9D DFT
f , ld. 3. ábra), ami abból adódik, hogy a 

DFT ugyanarra az e-j2ft bázisfüggvény-rendszerre van alapozva, mint a folytonos Fourier-

transzformáció.  

A DFT algoritmust vissza lehet vezetni egy lineáris inhomogén algebrai egyenletrend-

szer megoldására. Az azonos számú ismeretlen paramétert és ismert bemeneti adatot tartalma-

zó, egyértelműen meghatározott feladat előnye zajmentes esetben nyilvánvaló, hiszen a nume-

rikus hibáktól eltekintve egzakt megoldása van. A H-LSQ-FT módszerrel elérhető pontosság, 

mint láthattuk Df
(H-LSQ-I-FT)~ 10-4 nagyságrendű, ami gyakorlati szempontból kielégítő. 

Ha zaj is társul az időtartománybeli bemeneti adatokhoz, akkor a DFT-vel számított 

frekvenciaspektrum zajossá válik, amint azt a 4.-7. ábrák segítségével szemléltettem. A H-

LSQ-FT módszer viszont túlhatározott lineáris inverz feladat megoldására épül, ami lehetősé-

get nyújt a frekvenciaspektrumon jelentkező zaj mértékének csökkentésére. Ennek teljesülését 

vizsgáltam meg, a zajmentes jel időtartománybeli értékeihez adott σ=0,1 szórású Gauss elosz-
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lás alapján generált z1 zajjal terhelt adatsor segítségével. A zajos jel x(z1) időtartománybeli, és 

DFT-vel számított X(z1)
(DFT) frekvenciatartománybeli képei már bemutatásra kerültek a 4. és az 

5. ábrákon. A zaj hatásának időtartománybeli jellemzésére szolgáló (35) összefüggésen alapu-

ló adattávolság értéke Dt,(z1)
(INPUT)=0,1032, a DFT-vel számított zajos frekvenciaspektrumot 

minősítő (33) spektrumtávolság értéke pedig Df,(z1)
(DFT)= 0,01075 volt.  

A H-LSQ-I-FT módszer frekvenciatartománybeli zajelnyomó képességét bizonyítja az 

alábbi spektrumtávolság érték, melyet az utána feltüntetett a skálázó tényező és M függvény-

sor hosszúság beállítások mellett számított spektrum esetében kaptam.  

 Df,,(z1)
(H-LSQ-I-FT) = 0,005479  a=0,08  M=43  K=1 

Összevetve a DFT eredményét minősítő Df,(z1)
(DFT) értékkel elmondható, hogy a spektrumtá-

volság (azaz a spektrális zaj mértéke) a felére csökkent, ami lényeges javulást jelez a frekven-

ciatartományban. A K kondíciószám nagyon kedvező értéke pedig az inverz feladat numeri-

kus stabilitására utal.  

A H-LSQ-FT-vel számított X(z1)
(H-LSQ-FT) spektrum valós és képzetes részeit mutatja be 

a 10. ábra. Ha ezt összehasonlítjuk a 2. ábra elméleti, és az 5. ábra DFT-vel számított zajos 

spektrumaival, akkor látható, hogy a spektrális csúcs környezetében, valamint az annál na-

gyobb frekvenciák tartományában szépen elnyomja a zajt a H-LSQ-FT. A csúcstól az ala-

csony frekvenciák felé haladva megjelenik ugyan a zaj hatása, de a DFT-vel kapott ered-

ményhez képest kevésbé zavaró módon. 
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10. ábra: A Gauss zajjal terhelt jel H-LSQ-I-FT-vel számított spektrumának valós és képzetes 

része 

 

A H-LSQ-FT spektrumon számított x(z1)
(H-LSQ-FT) időfüggvény adattávolságának értéké-

re Dt,,(z1)
(H-LSQ-I-FT)= 0,03468-ot kaptam, ami majdnem háromszor kisebb, mint a zajos beme-

net Dt,(z1)
(INPUT) adattávolsága. A H-LSQ-I-FT időtartománybeli zajcsökkentő képességét 
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szemlélteti az 10. ábrán látható spektrum alapján számított x(z1)
(H-LSQ-I-FT) időfüggvény, ame-

lyet a 11. ábra mutat be. 
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11. ábra: A Gauss zajos jel H-LSQ-FT spektrumán számított időfüggvény képe 

 

A zajos időfüggvény 4. ábrájához képest jól látható a zaj hatásának csökkenése. A zajmentes 

1. ábrához viszonyítva pedig elmondható, hogy a H-LSQ-FT spektrumon számított időfügg-

vény esetében a zaj hatása leginkább a hullámcsomag kezdete (t=0s) előtti szakaszon jelent-

kezik, a bemeneti adatsor zajához képest nagyobb hullámhosszú (kisebb frekvenciájú) kom-

ponensekből felépülő szabálytalan unduláció formájában.  

Az Hermit függvénysoros diszkretizáció paramétereinek (skálázó tényező, függvény-

sor hosszúság) a frekvenciaspektrum becslés pontosságát érintő hatására vonatkozó, későbbi-

ekben kifejtésre kerülő részletes vizsgálataim alapján sikerült további javulást elérnem a mód-

szer zajcsökkentő képességének tekintetében. Azt tapasztaltam ugyanis, hogy a zajos x(z1)(tk) 

adatsor megfelelő t0 mértékű időbeli eltolásával kapott x(z1)(tk-t0) adatsort bemenetként fel-

használva, kedvezőbb spektrumbecsléseket állíthatok elő, és a rajtuk számított időfüggvények 

is jobban megközelítik a zajmentes jel időfüggvényét. Ennek a jelenségnek az okát és vizsgá-

latának eredményeit a 3.4.4. részben tárgyalom. 

Érdemes azonban már ennél a pontnál megtekinteni a t0=-0,15s-os időbeli eltolás al-

kalmazása mellett kapott eredményeket. A H-LSQ-FT-vel kapott 12. ábrán látható spektrum 

Hermit függvénysoros diszkretizációjának paraméetrei a=0,04 és M=25 voltak, a spektrum-

távolság pedig Df,(z1)
(H-LSQ-FT)=0,003456-ra csökkent. Ez majdnem háromszoros javulást jelent 

a DFT-hez tartozó Df,(z1)
(DFT) spektrum távolsághoz képest. A spektrumon szépen jelentkeznek 

a csúcsok és a megmaradt zaj hatására jelentkező hullámzások kevésbé zavaróak, mint az 

időbeli eltolás-mentes eset 10. ábrabeli H-LSQ-FT spektrumán 
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12. ábra: A bemeneti adatsor t0=-0,15s-os eltolásának alkalmazása mellett kapott 

frekvenciaspektrum 

 

A 12. ábra spektrumához tartozó időfüggvényen is jelentkezik a javulás, ami az adat-

távolság Dt,(z1)
(H-LSQ-FT)= 0,02185 értékében és a 13. ábrán látható képen is tükröződik. A zajos 

bemeneti adatsor Dt,(z1)
(INPUT) adattávolságához képest több mint négyszeres a javulás. A H-

LSQ-FT spektrum alapján számított időfüggvény t=0s előtti szakaszán csak gyengén jelent-

kezik a visszamaradt zaj hatása. 

A bemutatott képek és az eredményeket minősítő értékek egyaránt azt bizonyítják, 

hogy az Hermit függvénysoros diszkretizációt alkalmazó legkisebb négyzetek elve szerinti 

Fourier-transzformáció (H-LSQ-FT) a Gauss eloszlású zajjal szemben mutatott rezisztenciá-

jának köszönhetően jelentős zajelnyomást képes biztosítani a spektrum becslés terén, melynek 

eredményeképpen figyelemre méltó módon képes megtisztítani az időtartománybeli adatsort 

is a zajtól. 
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13. ábra: A bemeneti adatsor t0=-0,15s-os eltolásának alkalmazása mellett kapott H-LSQ-FT 

spektrumon számított időfüggvény 
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3.3. Az iteratív újrasúlyozás elve szerinti Fourier-transzformáció Hermit függvénysoros 

diszkretizáció esetén: H-IRLS-FT  

 

A legkisebb négyzetek elvének (LSQ) alkalmazása olyan inverz feladatok esetében 

vezet megbízható megoldáshoz, amikor a feldolgozandó adatokat érintő véletlen változások 

Gauss eloszlást követnek. A gyakorlati adatrendszerek igen sokszor ettől eltérő, sőt olykor 

nem is ismert eloszlású zajjal terheltek. További problémát jelent a kiugróan nagy értékű hi-

bák gyakori előfordulása, ami legtöbbször a Gauss-nál szélesebb szárnyú hibaeloszlásokhoz 

(pl. Cauchy eloszlás) kapcsolódik. Ilyen esetekben az LSQ módszer nem ad optimális ered-

ményt. Éppen emiatt kapnak fontos szerepet a geofizikai inverzióban azok az eljárások, ame-

lyek robusztus és rezisztens viselkedéssel jellemezhetők, azaz a hibaeloszlások széles körében 

és kiugró hibák jelenlétében is jó eredményeket szolgáltatnak. 

A 3.1. részben Hermit függvénysoros diszkretizáció alkalmazása mellett levezetett G 

mátrix elemei segítségével a mért és számított adatok súlyozott normájának minimalizálására 

épített inverziós algoritmusok is definiálhatók. Az ilyen módon előállított G mátrixot beépítve 

az 2.2. alfejezetben bevezetett IRLS-FT eljárásba a H-IRLS-FT algoritmust fogalmazhatjuk 

meg. Ennek első lépésében a mátrix konkrét alakját felhasználva előállíthatjuk a számított 

adatok rendszerét a (21) segítségével. Ezután a mért és számított adatok különbségével defini-

ált cGxe  m  eltérésvektor (24) szerinti súlyozott normájának minimumát keresve jutunk 

eredményre, a (25) összefüggéssel megadott Cauchy súlyok alkalmazása mellett. Mivel a kw  

súly maga is tartalmazza az ismeretlen sorfejtési együtthatókat, a (24) kifejezés az ismeretle-

nekben nem kvadratikus, ezért a  

),...,1(,0 Ml
c

E

l

w 



 

feltételhez kötött minimalizálás nemlineáris egyenletrendszerre vezet. Hermit függvények 

szerint diszkretizásálása esetén is alkalmaznunk kell az iteratív újrasúlyozás módszerét 

(IRLS), vagyis az i-edik iterációs lépésben a (i-1)-edik lépés eredménye alapján számított 

súlyvektor kerül felhasználásra. A normálegyenlet így a súlyozott legkisebb négyzetek lineá-

ris módszerének felel meg és a 3.1.-ben levezetett G mátrix elemekkel felírt (26) egyenlet-

rendszerre vezet. 

Az HERMIT FÜGGVÉNYSOROS DISZKRETIZÁCIÓT ALKALMAZÓ ITERATÍV ÚJRASÚLYOZÁS 

MÓDSZERE SZERINTI FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓT (a továbbiakban csak a rövidítésével azono-

sítva H-IRLS-FT) a fentiek szerinti eljárással definiáljuk. Az eljárással becsült sorfejtési 
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együtthatókat a véges hosszúságú Hermit függvénysorba helyettesítve, a (28) összefüggés 

alapján kapjuk meg a bemeneti adatsor becsült frekvenciaspektrumát. 

 

 

3.3.1. A H-IRLS-FT eljárás numerikus vizsgálata 

 

Annak érzékeltetésére, hogy a Gauss eloszlású zajjal terhelt jel esetében hatékony zaj-

csökkentést biztosító H-LSQ-FT módszer alkalmazása milyen eredményre vezet kiugró érté-

keket produkáló hibaeloszlás esetén, a 6. ábrán már bemutatott zajos időtartománybeli adat-

sort használtam fel bemenetként. Ennek alapját az 1. ábra zajmentes időfüggvénye képezte, 

amihez a =0,1 szórású Gauss eloszlást követő zajon kívül, az adatok egyenletes valószínű-

ség alapján kiválasztott 10 %-át érintő további, az előzőhöz képest jóval nagyobb szórású 

(=2) Gauss eloszlású zajt adtam. Az így előállított nem Gauss eloszlású zaj értéksorát a to-

vábbiakban jelölje z2, a zajos időfüggvényt pedig x(z2). Ennek a zajos idősornak a zajmentes-

hez képesti eltérését jellemző adattávolsága Dt,(z2)
(INPUT)= 0,6356 volt.  

A 7. ábrán látható az erősen zajos jelnek a DFT-vel számított spektruma. A DFT által 

az időtartományból átvitt zaj szinte felismerhetetlenné tette a zajmentes jel 2. ábrán megjele-

nített spektrumát. A DFT spektrumban jelentkező erőteljes zajhatás megmutatkozik a spekt-

rumtávolság értékében, ami Df,(z2)
(DFT)=0,06223-re növekedett. A kiugró zajértékeknek kö-

szönhető romlás tehát mindkét mennyiség tekintetében több mint hatszoros az előző részben 

ismertetett Gauss zajos jel megfelelő értékeihez képest. 

A legkisebb négyzetek elve szerinti inverziós feladatmegoldásra épülő H-LSQ-FT 

módszer alkalmazásával a legkedvezőbb eredményhez vezető t0=-0,1s időbeli eltolás, a=0,02 

skálázó tényező és M=7 függvénysor hosszúság értékek beállításával kaptam a 14. ábrán lát-

ható becsült spektrumot. Az eredményt minősítő spektrumtávolság értéke Df,(z2)
(H-LSQ-

FT)=0,01894-re változott, ami valamivel több mint háromszoros javulást jelent a DFT ered-

ményének Df,(z2)
(DFT) spektrumtávolságához képest. Ha a 14. ábrát összehasonlítjuk a 7. ábrá-

val, akkor a javulás szemmel látható. A spektrális csúcsok kiemelkedtek a zajból és a vissza-

maradt zaj által okozott hullámzás is elviselhetőbb. A zajmentes jel 2. ábrán látható spektru-

mához képest azonban még mindig kedvezőtlen a kép. 

A H-LSQ-FT spektrum alapján számított, 15. ábrán látható időfüggvény esetében talán 

még kedvezőtlenebbnek ítélhető meg a helyzet. Az adattávolság ugyan Dt,min,(z2)
(H-LSQ-

FT)=0,1197-re változott, ami több mint ötszörös javulást jelent a zajos bemenet Dt,(z2)
(INPUT) 

értékéhez viszonyítva, a képen azonban erőteljes csonkulást tapasztalhatunk a zajmentes jel 1. 
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ábrabeli időfüggvényéhez képest. Eltűntek a kiugró zaj értékek és a Gauss eloszlású alapzaj 

sem látható, de ennek az árát a hasznos információtartalom egy jelentős részének eltávolításá-

val fizetjük meg. 

A kedvező jelenségek ellenére a H-LSQ-FT-vel kapott eredmény minősége meg sem 

közelíti a Gauss zajjal terhelt jel esetében biztosított eredményt (12.-13. ábra). Ebből egyér-

telműen arra lehet következtetni, hogy a H-LSQ-FT módszer érzékenyen reagál a zaj eloszlá-

sának a Gauss-hoz képesti módosulására, és a kiugró értékű hibák megjelenésére. Ennek meg-

felelően a H-LSQ-FT sem robusztusnak, sem rezisztensnek nem minősíthető. Ez a megállapí-

tás teljesen összhangban áll azzal a ténnyel, hogy az LSQ módszer csupán Gauss eloszlású 

zajt hordozó adatrendszerek inverziójánál ad jó (optimális) eredményt. 
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14. ábra: A H-LSQ-FT-vel számított frekvenciaspektrum kiugró értékeket produkáló zajjal 

terhelt jel esetében 
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15. ábra: A H-LSQ-FT spektrumon számított időfüggvény kiugró értékeket produkáló zajjal 

terhelt jel esetében 
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A 2.2 alfejezet (25) formulájával bemutatott Cauchy-súlyokkal definiált norma mini-

malizálását megvalósító IRLS módszert alkalmazva a Fourier-transzformált inverziós előállí-

tására és kombinálva az Hermit sorfejtéses diszkretizációval, egy olyan módszerhez jutottam, 

ami nagyon előnyös tulajdonságokat mutat a Gauss-tól jelentősen eltérő eloszlású zajok ese-

tén is. Ez a H-IRLS-FT-vel jelölt módszer (Hermit sorfejtéses diszkretizációt alkalmazó itera-

tív újrasúlyozás szerinti Fourier-transzformáció) a 6. ábrán bemutatott durván zajos időtarto-

mánybeli bemenő adatsor esetén, t0=-0,15s időbeli eltolás, a=0,04 skálázó tényező és  M=20  

függvénysor hosszúság értékek beállítása mellett a 16. ábrán látható spektrumot eredményez-

te. A spektrumtávolság Df,(z2)
(H-IRLS-FT)= 0,004100 –re csökkent, ami 15-szörös javulást jelent a 

DFT eredményéhez képest. Az ábrát összevetve a 7. ábra DFT-vel kapott erősen zajos spekt-

rumával, első ránézésre szinte hihetetlen változást tapasztalhatunk. 

A H-IRLS-FT spektrum alapján számított időfüggvény 17. ábrán megjelenő képe 

ugyanilyen hatást kelt, amikor összevetjük a zajos időtartománybeli adatsor 6. ábrabeli képé-

vel. Ez a rendkívüli javulás az időtartománybeli eredményt minősítő adattávolság Dt,(z2)
(H-IRLS-

FT)= 0,02592 értékében is nyomon követhető, hiszen ez 24-szer kisebb, mint a zajos bemenet 

Dt,(z2)
(INPUT) adattávolsága. 
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16. ábra: A H-IRLS-FT-vel számított frekvenciaspektrum kiugró értékeket produkáló zajjal 

terhelt jel esetében 
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17. ábra: A H-IRLS-FT spektrumon számított időfüggvény kiugró értékeket produkáló zajjal 

terhelt jel esetében 

 

A H-IRLS-FT-vel kapott eredmények egyértelműen bizonyítják, hogy a módszer kiug-

ró értékeket produkáló zaj esetében rezisztens módon viselkedik, és nagyon kedvező zajcsök-

kentő hatást képes kifejteni a becsült frekvenciaspektrumra, valamint a belőle számított idő-

függvényre vonatkozóan. 

 

 

3.3.1.1. A H-IRLS-FT módszer vizsgálata Cauchy eloszlást követő zajjal terhelt jel ese-
tében 

 

A H-IRLS-FT módszer kiugró zajértékekkel szembeni rezisztenciáján túl a robusztus-

ságára is kíváncsi voltam. Ennek vizsgálata érdekében állítottam elő a 18. ábrán látható, 

S=0,04 skálaparaméterű Cauchy eloszlás alapján generált z3 zaj értéksorral terhelt, x(z3) idő-

tartománybeli adatsort. A Cauchy eloszlás a széles szárnyú (a Gauss eloszlás sűrűségfüggvé-

nyétől sokkal lassabban lecsengő sűrűségfüggvénnyel rendelkező) valószínűségeloszlások 

közé tartozik. Emiatt gyakran alkalmazzák kiugró értékű hibákat (impulzusszerű zajt) produ-

káló környezetek szimulálására is. A 18. ábrán jól megfigyelhető ez a tulajdonsága a hullám-

csomagra telepedő zajnak. A zaj hatására jelentősen megnövekedett értéktartomány miatt, a 

koordináta rendszer függőleges tengelyén alkalmazott ábrázolási léptékét az időtartománybeli 

képekre értekezésemben általánosan alkalmazotthoz képest felére csökkentettem. 

A zajos bemeneti adatsornak a zajmentes jelhez viszonyított időtartománybeli torzulá-

sát jellemző adattávolság értéke Dt,(z3)
(INPUT)=0,45544 volt. A 19. ábra a DFT-vel számított 

rendkívül zajos frekvenciaspektrumot mutatja be. A DFT-vel a frekvenciatartományba átvitt 

zaj mértékét számszerűsítő spektrumtávolságra Df,(z3)
(DFT)=0,045829 értéket kaptam. 
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18. ábra: S=0,04 skálaparaméterű Cauchy eloszlású zajjal terhelt jel időtartománybeli képe 
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19. ábra: A Cauchy eloszlású zajjal terhelt jel DFT-vel számított frekvenciaspektruma 

 

A H-IRLS-FT-módszer alkalmazásával várakozásomnak megfelelően, a Cauchy elosz-

lást követő zaj esetében is kiváló eredményt kaptam. A 20. ábrán látható spektrumhoz t0=-

0,15s-es időbeli eltolás, a=0,08 skálázó tényező és M=33 függvénysor hosszúság értékek 

beállításával jutottam. A DFT eredményéhez képest szembetűnő a javulás, amit a spektrumtá-

volság Df,(z3)
(H-IRLS-FT)=0,002798-as értéke is tükröz. Ez utóbbi 16-szoros csökkenést mutat a 

DFT spektrumtávolságához képest. 

Az eddigiek alapján talán már nem is olyan meglepő, hogy a H-IRLS-FT spektrum 

alapján számított, 21. ábrán látható időfüggvény esetében is rendkívül jó eredményt kaptam. 
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A számított időfüggvény adattávolsága Dt,(z3)
(H-IRLS-FT)=0,01770-es értékkel jelzi a zajos be-

menet Dt,(z3)
(INPUT) adattávolságához képesti 25-szörös javulást.  
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20. ábra: A H-IRLS-FT-vel számított frekvenciaspektrum Cauchy eloszlású zajjal terhelt jel 

esetében 
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21. ábra: A H-IRLS-FT spektrumon számított időfüggvény Cauchy eloszlású zajjal terhelt jel 

esetében 

 

A H-IRLS-FT robusztusságának további bizonyítékát jelenti a módszernek a z1 Gauss 

eloszlást követő zajjal terhelt x(z1) adatsoron elvégzett vizsgálat eredménye. A t0=-0,15s-es 

időbeli eltolás, a=0,08 skálázó tényező és M=33 függvénysor hosszúság értékek beállítása 

mellett számított spektrumot minősítő spektrumtávolságra Df,(z1)
(H-IRLS-FT)=0,003592, a spekt-

rumon számított időfüggvény adattávolságára pedig Dt(z1)
(H-IRLS-FT)=0,02271 értékeket kaptam. 

Ezeket összevetve a 2.2.3.2. részben bemutatott H-LSQ-FT eredményekkel  

(Df,(z1)
(H-LSQ-FT)=0,003456, Dt,(z1)

(H-LSQ-FT)= 0,02185, t0=-0,15s, a=0,04, M=25) csak nagyon 

kis különbség tapasztalható. 
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A H-IRLS-FT tehát a Gauss és a Gauss-tól távol eső Cauchy eloszlású zajok esetén is 

képes hatékonyan elnyomni a zajt. Ennek köszönhetően a módszer alkalmazásával a zajra 

érzékeny DFT-vel számított spektrumtól eltérő, a zajmentes jelet jól közelítő eredményhez 

juthatunk. A H-IRLS-FT egyetlen hátránya a H-LSQ-FT-hez képest az iterációs algoritmus 

nagyobb processzor időigénye. 

 
 
3.4. A frekvenciaspektrum Hermit függvénysoros diszkretizációjára vonatkozó további 

vizsgálatok 
 

Az Hermit függvénysoros diszkretizációt alkalmazó INVERZIÓS FOURIER-TRANSZ-

FORMÁCIÓ eljárásainak esetében számolni kell két olyan paraméterrel, melyek értékeit még a 

direkt feladat G mátrixának előállítása előtt rögzíteni kell, tehát a priori ismertnek kell tekin-

teni azokat. Az Hermit függvénysor a-val jelölt skálázó tényezője a mátrix elemeinek értékét, 

a függvénysoron belüli tagok számát azonosító, M-el jelölt függvénysor hosszúság pedig a 

mátrix méretét és elemeinek értékét egyaránt befolyásolja. 

Az M értékének megválasztására vonatkozóan két egymásnak ellentmondó igény me-

rül fel. Egyrészt a sorfejtésben figyelembe vett függvények számának növelése mellett joggal 

várható el a frekvenciaspektrum közelítésének javulása. Ezzel szemben ható tényező, hogy az 

ismeretlen sorfejtési együtthatók számának növelése csökkenti az inverz feladat túlhatározott-

ságát, ami egy határon túl az inverz feladat numerikus instabilitásához, és ezen keresztül az 

eredmény csökkenő megbízhatóságához vezet. 

Az előzetesen beállítandó diszkretizációs paraméterek hatásának vizsgálata, és a leg-

jobb eredmények előállítása érdekében az a és M paraméterek értékét egy-egy tartományon 

belül változtattam. A függvénysor hosszát meghatározó M paraméter értékének tartományát 

az [1 ; 82] intervallum felvételével rögzítettem. Ennek a tartománynak még a felső határa 

esetén is jól teljesült a túlhatározottság feltétele ( N>M, N=401), ugyanakkor a paraméterek 

értékeinek a tartományon belüli változtatásával a spektrumközelítés minőségének széles ská-

lája mutatható be.  

Az a skálázó tényező változtatási tartományának kijelölésekor a vizsgálatok során fel-

használt jel spektrumának sávszélességét viszonyítottam kvalitatív módon az Hermit függ-

vényrendszer különböző skálázó tényezőjű súlyfüggvényeihez. A spektrumhoz képest túlsá-

gosan lassú és túlságosan gyors lecsengéssel bíró súlyfüggvényeket kizártam a vizsgálatból. 

Ez alapján korlátoztam a skálázó tényező változtatását a [0,01 ; 0,5] tartományra, melyen 

belül ∆a=0,01 lépésköz alkalmazásával diszkretizáltam az egyébként folytonos mennyiséget. 
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Az elvégzett vizsgálatok során arra kerestem a választ, hogy az Hermit függvénysoros 

spektrum diszkretizáció a és M paraméterei milyen mértékben, és hogyan befolyásolják a be-

csült spektrum, ill. a rajta számított időfüggvény pontosságát a zajmentes és a különböző el-

oszlású zajokkal terhelt jel esetében. 

 

 

3.4.1. H-LSQ-FT spektrumtávolság és adattávolság térképek a zajmentes jel esetében 

 

A 2.2.3.1. részben bemutatott spektrumtávolság és adattávolság eredmények bizonyí-

tották, hogy a H-LSQ-FT-vel kiválóan lehet közelíteni a zajmentes bemeneti idősor frekven-

ciaspektrumát. A skálázó tényező és a függvénysor hosszúság értékek különböző kombinációi 

mellet azonban eltérő minőségű eredményeket kapunk. 

Ennek a jelenségnek a vizsgálata érdekében készítettem el a spektrumtávolság térképet 

a zajmentes jelre vonatkozóan, melyet a 22. ábra mutat be. A térkép vonatkozási rendszerének 

mennyiségei az a skálázó tényező és az M függvénysor hosszúság, az ábrázolt tematikus di-

menzió szerepét pedig a H-LSQ-FT-vel kapott spektrumot minősítő Df
(H-LSQ-FT) spektrumtá-

volság játssza. Az a skálázó tényező értékét a numerikus futtatásokban 0.01-től indulva diszk-

rét értékkel (0.01) növeltem a fent említett [0,01 ; 0,5] tartományban.  

A térkép alapján jól látható, hogy a legkedvezőbb spektrumtávolság értékeket lehatá-

roló fekete terület elhelyezkedése a hosszabb Hermit függvénysorok alkalmazásához kapcso-

lódik. A függvénysor hosszának további növelésével elméletileg még jobb eredményeket kel-

lene kapni, azonban a tapasztalat azt mutatja, hogy ebben a skálázó tényező tartományban a 

80-nál több tagból építkező függvénysorok esetében az inverz feladat mátrixának kondíció-

száma rohamosan megnő, és ezzel együtt a spektrumtávolság is romlani kezd. Ezt a hatást 

egyrészt a túlhatározottság csökkenése, másrészt a nagy fokszámú Hermit polinomok és a 

hozzájuk tartozó normáló tényezők számításának numerikus pontatlansága okozza. 

A skálázó tényezőre vonatkozóan megállapítható, hogy a függvénysor hosszúság 

csökkenésével egyre keskenyebb lesz az a tartomány, melyen belül a legjobb eredményeket 

kaphatjuk. Ennek megfelelően a spektrumtávolság romlása ékhez hasonló alakot mintázó 

izovonalak rendszerét hozza létre. Ebből arra lehet következtetni, hogy a hosszabb függvény-

sorok szélesebb skálázó tényező értéktartományban képesek hasonlóan jó eredményeket pro-

dukálni. 
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22. ábra: A zajmentes jelre vonatkozó Df

(H-LSQ-FT) spektrumtávolság értékének függése a ská-

lázó tényezőtől és a függvénysor hosszától 

 

Az a skálázó tényezőtől és az M függvénysor hosszúságtól függő eredmények minősí-

tésére a frekvenciatartományon túl az időtartományban is lehetőség van. A 23. ábra térképe a 

H-LSQ-FT-vel kapott frekvenciaspektrumokon számított időfüggvények zajmentes jelre vo-

natkozó Dt
(H-LSQ-FT) adattávolság értékeinek alakulását mutatja be. A 22. ábrával összehason-

lítva észrevehető, hogy az adattávolság szempontjából legkedvezőbbnek minősülő fekete terü-

let a spektrumtávolság térképhez képest eltolódott a hosszabb függvénysorok irányába. Emiatt 

a spektrumtávolság és az adattávolság minimumai nem esnek egybe. 

A két minimumhelyhez kapcsolódó mennyiségek értékeit mutatja be az 1. táblázat. A 

nagyobb függvénysor hosszúság előnyösebb az adattávolság szempontjából, ám ez a kondí-

ciószám jelentős megnövekedésével jár együtt. A numerikus instabilitás növekedése a frek-

venciatartományban már hamarabb érezteti a hatását, és emiatt jelentkezik a spektrumtávolság 

minimuma valamivel alacsonyabb függvénysor hosszúságnál. A két minimumhelyhez tartozó 

spektrumtávolság és adattávolság értékek ugyanakkor olyan kis mértékben térnek el, hogy a 

számított spektrumok és időfüggvények között vizuálisan nem lehet különbséget tenni. 
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23. ábra: A zajmentes jelre vonatkozó Dt

(H-LSQ-FT) adattávolság értékének függése a skálázó 

tényezőtől és a függvénysor hosszától 

 

 spektrumtávolság 
Df

(H-LSQ-FT) 
adattávolság 

Dt
(H-LSQ-FT) 

skálázó 
tényező 

(a) 

függvénysor 
hosszúság 

(M) 

kondíciószám 
(K) 

spektrumtávolság 
minimuma 1,2610-4 9,6610-4 0,09 75 147,76 

adattávolság mi-
nimuma 8,9810-4 7,710-4 0,09 82 1,96106 

 

1. táblázat: A spektrumtávolság és az adattávolság minimumaihoz kapcsolódó mennyiségek 

értékei zajmentes jel esetében 

 

A nagy függvénysor hosszaknál mutatkozó különbségek ellenére, a spektrumtávolság és 

az adattávolság térképek alapvetően közösnek mondható információtartalma azt fejezi ki, 

hogy a vizsgált jel szempontjából kedvező H-LSQ-FT eredményeket biztosító skálázó ténye-

ző és függvénysor hosszúság értékek a térképek jobb alsó sarka (kis skálázó tényező értékek 

és nagy függvénysor hosszak) felé koncentrálódnak. 

 

 

3.4.2. H-LSQ-FT spektrumtávolság és adattávolság térképek a Gauss zajjal terhelt jel 

esetében 

 

A 3.2.1.2.2.. részben bemutatott eredmények a 4. ábrán látható Gauss eloszlást követő 

zajjal terhelt jel esetében bizonyították a H-LSQ-FT módszer hatékony zajelnyomó-
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képességét. Az a skálázó tényező valamint az M függvénysor hosszúság változások Df,(z1)
(H-

LSQ-I-FT) spektrumtávolságra és Dt,(z1)
(H-LSQ-I-FT) adattávolságra vonatkozó hatásának tanulmá-

nyozása érdekében, elkészítettem a 24. ábra spektrumtávolság. és a 25. ábra adattávolság tér-

képeit. 

A spektrumtávolság térképen a sötétebb árnyalatú területekhez kapcsolódó kedvezőbb 

eredmények a térkép jobb alsó sarka (alacsony skálázó tényező érték, közepes ill. nagy függ-

vénysor hosszúságok) felé alakultak ki, hasonlóan a zajmentes esethez (22. ábra). A két eset 

spektrumtávolság térképei közötti különbség egyrészt a spektrumtávolság értékek zajnak kö-

szönhető általános megnövekedésében, másrészt a legjobb értékeket tömörítő fekete terület-

nek a közepes függvénysor hosszúságok felé történt elmozdulásában jelentkezik. 
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24. ábra: A Gauss zajjal terhelt jelre vonatkozó Df,(z1)

(H-LSQ-I-FT) spektrumtávolság értékének 

függése a skálázó tényezőtől és a függvénysor hosszától 

 

A rövidebb Hermit függvénysor alkalmazásával bizonyos mértékű simító hatást fejthe-

tünk ki a I-FT változataival becsült spektrumra vonatkozóan. Zajmentes esetben ez a simító 

hatás információ veszteséget okoz, hiszen elkeni az időtartománybeli változások frekvencia-

tartományban megjelenő hatásainak egy részét. Emiatt a rövidebb függvénysorok használata a 

spektrum diszkretizációjában előnytelennek minősül zajmentes esetben, amit a 22. és 23. ábra 

térképei is alátámasztottak.  

Zaj jelenlétében viszont ezt a simító hatást kamatoztatni lehet a zaj által okozott hirte-

len értékváltozások hatásainak elnyomásában, ezért a megfelelően rövid függvénysorok vá-

lasztása a spektrum diszkretizációjához kedvezőbb eredményekhez vezet. Ennek köszönhető 
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az a rezisztencia, amit a H-LSQ-FT módszer képes biztosítani Gauss eloszlású zaj esetén. (A 

DFT a zajjal szemben semmiféle rezisztenciát nem mutatott). 

Az izovonalaknak a nagyobb függvénysor hosszak felé kinyíló ékszerű alakja mutatja, 

hogy a hosszabb függvénysor a skálázó tényező szélesebb értéktartományában képes hasonló-

an pontos spektrumközelítést biztosítani. A fekete területen belüli eredmények a DFT-vel 

számított spektrumhoz képest nagyjából kétszeres javulást biztosítanak a spektrumtávolság 

tekintetében. A terület viszonylag jelentős kiterjedése arra utal, hogy a skálázó tényező és a 

függvénysor hosszúság értékeinek kedvező kombinációjú megválasztásában bizonyos mérté-

kű szabadságot is megengedhetünk magunknak. 

A 26. ábrán a nagy függvénysor hosszúságoknál jelentkező erőteljes szabálytalanság az 

izovonalak futásában, és ezzel együtt a spektrumtávolság gyors romlása az inverz probléma 

numerikus instabilitásának megnövekedésével függ össze. Ezt jelzi a kondiciószám értékének 

rohamos növekedése is. Az a=0,08 és M=82 beállítások mellett például a K=1,88107 értéket 

kaptam, miközben M=72-nél még K=10,18 volt a kondíciószám értéke. Ez a romlás a zaj-

mentes eset 24. ábrán látható spektrumtávolság térképén is tapasztalható volt, és a 2.2.4.1. 

részben ismertetett okra vezethető vissza.  

A Gauss zajos eset 25. ábrán látható adattávolság térképét a zajmentes eset 23. ábrabe-

li adattávolság térképével összevetve a zaj hatására bekövetkező romlás a térképek értéktar-

tományában azonnal észrevehető. Ezen kívül a kedvező eredményeket lehatároló fekete terü-

let közepes függvénysor hosszak felé történő eltolódásában jelentkező különbség is megfi-

gyelhető, ami összhangban áll a spektrumtávolság térképek viszonylatában tapasztaltakkal. A 

nagy hosszúságú függvénysorokhoz kapcsolódó numerikus instabilitás a figyelembe vett in-

tervallumon belül nem jelentkezik az adattávolság értékek hirtelen romlásában, ami azt mutat-

ja, hogy az időtartománybeli adattávolság kevésbé érzékeny az Hermit függvénysoros 

diszkretizációból származó numerikus hibára. 

Összességében elmondható, hogy a spektrumtávolság és az adattávolság térképek in-

formációtartalma összhangban áll egymással. A kedvező spektrumtávolság értékek hasonlóan 

kedvező adattávolság értékekkel járnak együtt. 
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25. ábra: A Gauss zajjal terhelt jelre vonatkozó Dt,(z1)

(H-LSQ-I-FT) adattávolság értékének függése 

a skálázó tényezőtől és a függvénysor hosszától 

 

 

3.4.3. Az Hermit függvénysoros diszkretizáció hatásmechanizmusa 

 

A 3.1. alfejezet végén már megemlítettem, és a 8.-9. ábrákkal érzékeltettem is, hogy az 

Hermit függvények az a skálázó tényezőtől és a függvényrendszeren belül elfoglalt helyüket 

azonosító s sorszámtól függő frekvencia intervallumban képesek részt venni a spektrális in-

formációtartalom felbontásában. A függvényrendszer harang alakú, 

2

2

);(
af

eaf


  

súlyfüggvénye fokozatos levágást eredményez a frekvencia növekedésével. Másképpen meg-

fogalmazva, a súlyfüggvény egy frekvenciatartománybeli ablakot hoz létre, melynek széles-

sége növekszik a súlyfüggvény kitevőjében szereplő a skálázó tényező értékének csökkenésé-

vel. A függvényrendszeren belüli s sorszám kölcsönösen egyértelmű összefüggésben áll az 

adott Hermit függvény kialakításában szereplő (s-1)-ed fokú Hermit polinommal. Az Hermit 

polinom fokszámának növelése a zérus helyek növekedésén keresztül egyre sűrűbb oszcillá-

ciót eredményez, és a növekvő fokszámú hatványfüggvények polinomon belüli megjelenésé-

vel egyre inkább késlelteti a súlyfüggvény lecsengést okozó hatását a független változó (eb-

ben az esetben a frekvencia) nagyobb értékei felé. A nagyobb sorszámú Hermit függvények 

tehát szélesebb frekvenciatartománybeli ablakot eredményeznek ugyanazon skálázó tényező 

érték mellett. Amikor véges Hermit függvénysort alkalmazunk a frekvenciaspektrum közelí-

tésére a (28) szerint, akkor a skálázó tényezőn túl a sor kialakításában résztvevő legnagyobb 
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sorszámú Hermit függvény határozza meg alapvetően a frekvenciatartománybeli ablak széles-

ségét. A legnagyobb sorszámú tag s sorszáma egyben megadja az Hermit függvénysor M 

hosszát.  

A skálázó tényező és a függvénysor hosszúság változásainak az időtartományban is je-

lentkezik a hatása. A direkt és az inverz feladatban egyaránt szereplő mátrix Gk,i elemeinek 

(29) szerinti előállításához tulajdonképpen a (27)-beli Hermit függvény inverz Fourier-

transzformáltját kell meghatároznunk. A dolog érdekessége abban áll, hogy az Hermit függ-

vény inverz Fourier-transzformáltjában is megjelenik az Hermit polinom és egy 

a
t

eat
222

* );(





  

súlyfüggvény, ami a megfelelő helyettesítéseket elvégezve a (30) összefüggésből következik. 

Mivel az Hermit függvénysor szerint sorba fejtett spektrumnak megfelelő időfüggvényt az 

Hermit függvények inverz Fourier-transzformáltjai építik fel, az időtartományban is ablak 

képeződik. Az időtartománybeli ablak szélessége a skálázó tényező értékével együtt növek-

szik, ami éppen ellentétes a frekvenciatartománybeli ablaknál érvényes viszonnyal. Ennek 

megfelelően a szélesebb frekvenciatartománybeli ablak keskenyebb időtartománybeli ablak-

kal társul, és fordítva. Az Hermit függvénysor M hosszúságának növekedésével mindkét tar-

tományban szélesebbé válik az ablak. 

Ha a skálázó tényező értékét az optimálishoz képest nagyra választjuk meg, akkor en-

nek az eredménye a frekvenciatartományban az lesz, hogy túl alacsony frekvenciánál jelent-

kezik a levágás, és emiatt a zajos jel hasznos információtartalmának egy része eltávolításra 

kerül. Ezt a jelenséget mutatja be a 26. ábra, amelynek spektrumát a 4. ábra Gauss zajos be-

meneti adatsora alapján, a 10. ábrán bemutatott H-LSQ-FT spektrumnál alkalmazott, (jó 

eredményt adó) a=0,08 skálázó tényező értéknél jóval nagyobb, a=0,25 beállítása mellett 

kaptam. A függvénysor hosszúsága mindkét esetben ugyanaz M=43 volt. Az ábrán jól látható, 

hogy a hasznos információtartalmat jelentő spektrális csúcsok szinte teljesen eltűntek, és ezzel 

együtt az alacsonyabb frekvenciákon a Gauss zaj hatása erősebben is jelentkezik, mint a 10. 

ábrán látható spektrumnál. 



 - 48 - 

-40 -20 0 20 40
f [Hz]

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1
va

ló
sX

(z
1)

(H
-L

S
Q

-F
T)

-40 -20 0 20 40
f [Hz]

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

ké
pz

et
es

X
(z

1)
(H

-L
S

Q
-F

T)

 
26. ábra: A kedvezőnél (a=0,08) nagyobb a=0,25 skálázó tényező érték, és változatlan 

függvénysor hosszúság (M=43) beállítása mellett kapott H-LSQ-FT spektrum 

 

A túl nagy skálázó tényező érték választásnak az időtartománybeli következményeit a 27 ábra 

szemlélteti. A túl keskeny frekvenciatartománybeli ablak túl széles időtartománybeli ablakhoz 

vezet, ami nagyobb időintervallumban engedi át a bemeneti jel változásait. Ezzel együtt a zaj 

hatása is hosszabb szakaszon jelentkezik, mint a kedvező skálázó tényezővel kapott spektrum 

alapján számított 11. ábrán bemutatott időfüggvény esetében. A 26. ábra spektrumán látható 

volt, hogy a jel energiájának egy jelentős részét levágta a túl keskeny frekvenciatartománybeli 

ablak, ami miatt az időtartományban a jel amplitúdó átlagosan lecsökkent. Az eredmény tehát 

egy nagyobb időintervallumban hullámzó, jelentős zajhatást tartalmazó időfüggvény lesz. 
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27. ábra: A kedvezőnél (a=0,08) nagyobb a=0,25 skálázó tényező érték, és változatlan függ-

vénysor hosszúság (M=43) mellett kapott H-LSQ-FT spektrum alapján számított időfüggvény 

 

Ezzel ellentétes jelenségek következnek be, ha a skálázó tényező értékét a kedvezőhöz 

képest túl kicsire választjuk. Erre egy példát mutatok be, melynek eredményeit az a=0,01 

skálázó tényező érték, és változatlanul hagyott függvénysor hosszúság (M=43) megválasztása 
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mellett kaptam a H-LSQ-FT módszer alkalmazásával. Ebben az esetben az időtartomány felől 

érdemes megközelíteni a problémát. A kis skálázó tényező érték keskeny ablakot eredményez 

az időtartományban, ami a bemenő jelből származó változásokat csak rövid intervallumban 

engedi át. Ezt a hatást mutatja be a 28. ábra, melyen a már említett beállításokkal kapott  

H-LSQ-FT spektrum alapján számított időfüggvény képe jelenik meg.  
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28. ábra: A kedvezőnél (a=0,08) kisebb a=0,01 skálázó tényező érték, és változatlan függ-

vénysor hosszúság (M=43) mellett kapott H-LSQ-FT spektrumon számított időfüggvény 

 

A keskeny időtartománybeli ablak tehát jelentős részt távolít el a jelből, annak csonkítása ré-

vén. Ennek az energiaveszteségnek természetesen a frekvenciatartományban is jelentkezik, a 

hatása, amit a 29. ábra szemléltet. A spektrális csúcsok értékei jelentősen lecsökkennek a zaj 

hatására jelentkező hullámzások amplitúdóihoz képest. A keskeny időtartománybeli ablak 

széles frekvenciatartománybeli ablakkal jár együtt, emiatt a zaj hatása széles frekvenciasáv-

ban jelentkezik. Az eredmény tehát egy széles tartományban hullámzó, a zajmentes jelre (1. 

és 2. ábra) vonatkozóan viszonylag kevés információtartalommal bíró frekvenciaspektrum 

lesz. 
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29. ábra: A kedvezőnél (a=0,08) kisebb a=0,01 skálázó tényező érték, és változatlan 

függvénysor hosszúság (M=43) mellett kapott H-LSQ-FT spektrum 
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A nem megfelelő skálázó tényező érték választás kedvezőtlen hatásait bizonyos mér-

tékig ellensúlyozni lehet a spektrum diszkretizációjához alkalmazott függvénysor M hosszá-

nak változtatásával. A függvénysor hosszának növelése ugyanis mindkét tartományban széle-

síti az ablakot. A hosszabb függvénysor alkalmazásának azonban meg van a veszélye is, hi-

szen a rövidebb függvénysorok alkalmazásának köszönhető simító hatás lecsökken. A beme-

neti zajjal szembeni rezisztencia pedig ennek a simító hatásnak a következménye. A simító 

hatás lecsökkenése bizonyos határon túl már együtt jár az eredmény zajjal szembeni érzé-

kenységének megnövekedésével. Ezen kívül a hosszabb függvénysor nagyobb számú ismeret-

len paraméter bevonását jelenti az inverz feladatba, ami csökkenti a túlhatározottságot. 

Az említett hatások bemutatása érdekében, az előző skálázó tényező értékek alkalma-

zása mellett M=63-ra növelt függvénysor hosszúsággal is előállítottam a H-LSQ-FT spektru-

mokat és időfüggvényeket. A 30. ábrán látható, hogy a túl nagy (a=0.25) skálázó tényező 

érték miatt kialakuló egyébként túl keskeny frekvenciatartománybeli ablak szélesebbé vált a 

26. ábra spektrumán tapasztalhatóhoz képest, ami lehetővé tette a lényeges információtartal-

mat képviselő spektráliscsúcsok megjelenését. Az alacsonyabb frekvenciákon érvényesülő 

kedvezőtlen zajhatás jelentkezése viszont továbbra is megmaradt, hiszen a nagyobb függ-

vénysor hosszúság inkább növeli, de semmi esetre sem csökkenti az eredmény zajjal szembe-

ni érzékenységét. 
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30. ábra: A kedvezőnél (a=0,08) nagyobb a=0,25 skálázó tényező érték, és hosszabb 

függvénysor (M=63) megválasztásával kapott H-LSQ-FT spektrum 

 

A 31. ábra mutatja be a spektrumon számított időfüggvény képét. A 27. ábrával össze-

hasonlítva kétféle változás figyelhető meg. Egyrészt a függvénysor hosszának növekedése 

tovább szélesítette az ablakot az időtartományban, ami előnytelen hatással is jár, hiszen a zaj 

hatásának megjelenését eredményezi még hosszabb tartományon. Előnyös változás mutatko-
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zik azonban a hasznos információtartalomhoz köthető jel komponens amplitúdójának kieme-

lése terén. Ez a hatás annak köszönhető, hogy a hosszabb függvénysorral jobban lehet közelí-

teni a rövid intervallumon jelentősebb értékváltozásokat eredményező determinisztikus hatá-

sokat. 
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31. ábra: A kedvezőnél (a=0,08) nagyobb a=0,25 skálázó tényező érték, és hosszabb 

függvénysor (M=63) megválasztásával kapott H-LSQ-FT spektrumon számított időfüggvény 

 

A megnövelt függvénysor hosszúság (M=63) hatását az optimálisnál kisebb (a=0,01) 

skálázó tényező érték esetén a 32. és 33. ábrák mutatják be. A 32. ábrán látható időfüggvény 

képét a 28. ábráéval összehasonlítva azt tapasztaljuk, hogy a hosszabb függvénysor megnö-

velte az időtartománybeli ablakszélességet. Ez a hatás kedvezőnek minősül abból a szem-

pontból, hogy a hasznos információt tartalmazó jel komponens kevésbé csonkul. Ezzel együtt 

azonban a hullámcsomagtól balra eső részben a zaj hatása is hosszabb szakaszon érvényesül, 

ami természetesen hátrányos tulajdonság. A 33. ábrán látható frekvenciaspektrum esetében a 

hosszabb függvénysor lehetővé tette a spektrális csúcsok jobb kiemelkedését a 29. ábra spekt-

rumához képest. 
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32. ábra: A kedvezőnél (a=0,08) kisebb a=0,01 skálázó tényező érték, és hosszabb függvény-

sor (M=63) megválasztásával kapott H-LSQ-FT spektrumon számított időfüggvény 
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33. ábra: A kedvezőnél (a=0,08) kisebb a=0,01 skálázó tényező érték, és hosszabb függvény-

sor (M=63) megválasztásával kapott H-LSQ-FT spektrum 

 

Az a skálázó tényező és az M függvénysor hosszúság változásával kapcsolatos hatások 

kvalitatív leírását foglalja össze röviden a 2. táblázat a H-LSQ-FT spektrumra, a 3. táblázat 

pedig a H-LSQ-FT spektrum alapján számított időfüggvényre vonatkozóan. 

 

 a=0,01(túl kicsi) a=0,25 (túl nagy) 
M=43 

(közepes) 

széles  
frekvenciatartománybeli ablak, 
spektrális csúcs elnyomás 

keskeny frekvenciatartomány-
beli ablak 
spektrális csúcs elnyomás 

M=63 
(hosszú) 

még szélesebb frekvenciatarto-
mánybeli ablak,, 
spektrális csúcs kiemelés 

kevésbé keskeny frekvenciatar-
tománybeli ablak,, 
spektrális csúcs kiemelés 

 

2. táblázat: A skálázó tényező (a) és a függvénysor hosszúság (M) változásával kapcsolatos 

hatások a H-LSQ-FT spektrumra vonatkozóan 

 

 a=0,01 (túl kicsi) a=0,25 (túl nagy) 
M=43 

(közepes) 
keskeny  
időtartománybeli ablak, 
erőteljes jelcsonkulás 

széles  
időtartománybeli ablak, 
jel amplitúdó elnyomás 

M=63 
(hosszú) 

kevésbé keskeny időtartománybe-
li ablak, 
mérsékeltebb jelcsonkulás 

még szélesebb  
időtartománybeli ablak, 
jel amplitúdó kiemelés 

 

3. táblázat: A skálázó tényező (a) és a függvénysor hosszúság (M) változásával kapcsolatos 

hatások a H-LSQ-FT spektrumon számított időfüggvényre vonatkozóan 
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Az Hermit függvénysoros frekvenciaspektrum diszkretizáció előzőekben bemutatott 

viselkedése természetesen a H-IRLS-FT módszer esetében is érvényesül. Ennek a működési 

mechanizmusnak az ismeretében arra a következtetésre jutottam, hogy a zajjal terhelt véges 

energiájú determinisztikus jel időtartománybeli adatsorának a feldolgozásakor az Hermit 

függvénysort nem szabad túl hosszúra választani, mert az csökkenti az eredmény zajjal szem-

beni rezisztenciáját. A túl rövid függvénysor viszont nem képes követni a jelben rejlő deter-

minisztikus változásokat, emiatt torzítja az eredményt. A skálázó tényezőt a már megválasz-

tott függvénysor hosszúsághoz kell illeszteni úgy, hogy a két mennyiség együttes hatására 

kialakuló időtartománybeli ablak elegendően széles legyen a jel lényeges változásainak meg-

tartásához, ugyanakkor megfelelően keskeny a zaj okozta véletlen változások hatékony kizá-

rásához.  

 

 

3.4.4. A bemeneti adatsor időbeli eltolásának hatása 

 

A H-LSQ-FT-vel kapott spektrumon számított 11. ábrabeli időfüggvény képének 

elemzésekor már felhívtam a figyelmet arra a jelenségre, hogy a jel felfutása (t=0s) előtti rö-

vid szakaszon zavaró hullámzás jelenik meg. Az Hermit függvénysoros diszkretizációnak 

köszönhető - előző részben ismertetett - idő- és frekvenciatartománybeli ablakhatás ismereté-

ben a jelenség már nem is olyan meglepő. Ez a kedvezőtlen hullámzás az a skálázó tényező és 

az M függvénysor hosszúság által megszabott szélességű, origóra szimmetrikus időtarto-

mánybeli ablak által átengedett, a sorfejtés simító hatását magán viselő zajnak köszönheti a 

létét. Arra is felfigyeltem az előző rész vizsgálati eredményeinek elemzése során, hogy a simí-

tott zaj olyan szakaszon érvényesül, ahol a zaj hatása dominál a zajmentes jel értékéhez ké-

pest. Figyelembe véve a zajmentes (1. ábra) és a Gauss zajjal terhelt (4. ábra) időfüggvénye-

ket, a t=0s-előtti szakasz éppen ilyen kedvezőtlen viszonyokat tükröz, hiszen a zajmentes jel 

egyébként zéró értékeihez viszonyítva nagyok a zajos értékek. Ez ellen nem védekezhetünk az 

időtartománybeli ablak szűkítésével, hiszen akkor a jelet túlzott csonkító hatás éri, amint azt a 

28. ábrán bemutattam.  

A probléma kezelésére a következő megoldást dolgoztam ki: 

a bemenő időtartománybeli adatsort megfelelően megválasztott t0 értekkel eltolom, 

amivel a feldolgozás szempontjából lényeges, determinisztikus változásokat tartal-

mazó intervallumot kedvezőbben illesztem (az a skálázó tényező és az M függvény-
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sor hosszúság értékek megválasztásával szabályozható szélességű), az origóra 

szimmetrikus időtartománybeli ablak tartományához. 

 

Ennek végrehajtása az algoritmusok szempontjából az eredeti tk mintavételi időpontok 

tk+t0 –ra cserélésében nyilvánul meg, ami a G mátrix elemeinek értékét változtatja meg. A 

módosítás a számított frekvenciaspektrumra is hatással van, hiszen az már nem az eredeti x(t) 

időfüggvény, hanem az x(t-t0) időfüggvény spektruma közelítésének fog megfelelni. A 

Fourier-transzformációra vonatkozó időbeli eltolási tétel kimondja, hogy a t0-al való időbeli 

eltolás az ftje 02 komplex periodikus függvénnyel való szorzást eredményez a frekvenciatar-

tományban (Brigham 1974). Ennek ismeretében az időtartománybeli eltolás alkalmazása mel-

lett számított spektrum korrigálható, és előállítható belőle az időtolástól mentes adatsornak 

megfelelő becsült spektrum. 

Az elvárt javulás mértékének ellenőrzése érdekében a Gauss zajjal terhelt jelet a  

t0  {0s -0,1s -0,15s -0,2s -0,25s} időbeli eltolás értékek alkalmazása mellett dolgoztam fel a 

H-LSQ-FT módszer alkalmazásával. Mindegyik eltolás értéknél megkerestem az optimális 

spektrumtávolságot és adattávolságot biztosító eredményeket az a skálázó tényező valamint a 

M függvénysor hosszúság értékek változtatása mellett. A 4. táblázatban foglaltam össze az 

egyes eltolásokhoz tartozó optimumok és optimum helyek jellemző értékeit. 

 

bemeneti adat-
sor időbeli elto-

lása (t0) 

spektrumtávolság 
minimuma 

Df,min 

adattávolság 
minimuma 

Dt,min 

skálázó ténye-
ző 
a 

függvénysor 
hosszúság 

M 
0s 0,005479 0,03468 0,08 43 

-0,1s 0,004111 0,0259 0,05 30 
-0,15s 0,003456 0,02185 0,04 25 
-0,2s 0,003496 0,0221 0,05 30 

-0,25s 0,003759 0,02376 0,07 39 
 

4. táblázat: A bemeneti adatsor időbeli eltolásának változtatása mellett kapott optimumokat 

és azok helyeit jellemző értékek 

 

Az adatokat elemezve egyértelműen megállapítható, hogy az eltolás nélküli t0=0s 

esethez képest minden eltolás érték mellett jobb eredmények születtek. A pirossal kiemelt 

t0=-0,15s-os eltolás hozta a legnagyobb mértékű javulást. Ha az ehhez kapcsolódó optimális 

adattávolság és spektrumtávolság értékeket összevetjük a zajos bementen számított 

Dt,(z1)
(INPUT)=0,1032 adattávolság, és a DFT-vel számított spektrumra vonatkozó spektrumtá-
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volság Df,(z1)
(DFT)= 0,01075 értékeivel, akkor az adattávolság tekintetében több mint négysze-

res, a spektrumtávolságnál pedig majdnem háromszoros javulás tapasztalható. Ennek az 

eredménynek a 12. és 13. ábrán látható képeit érdemes ismételten összevetni az időbeli elto-

lástól mentes eset 10. és 11. ábráival. 

A 4. táblázatot elemezve érdekes jelenséget figyelhetünk meg az a skálázó tényező és 

a M függvénysor hosszúságok értékeinek alakulásában. A legjobb adattávolságot és spektrum-

távolságot biztosító eltolásnál tapasztalható a legkisebb skálázó tényező és függvénysor hosz-

szúság érték. Az eltolás mértékének növelése, ill. csökkentése egyaránt növeli e két mennyi-

ség értékét. Ebből arra a következtetésre jutottam, hogy a megfelelő mértékű eltolás teszi le-

hetővé a skálázó tényezőtől és a függvénysor hosszúságától függő ablakhatás legkedvezőbb 

kialakulását, és a legjobb zajjal szembeni rezisztenciát eredményező simító hatás kifejtését. 

Ez az optimum pedig megfelelően kicsi skálázó tényező és függvénysor hosszúság értékek 

mellett következik be. Az ennél kisebb értékek már csak rontanának az eredményen, mivel 

jelentősebb időtartománybeli csonkítást és túlzott simító hatást fejtenének ki. A nagyobb érté-

kek pedig a zaj hatásának a felerősödéséhez vezetnek az eredményben. 

A megfelelő időbeli eltolásnak a H-LSQ-FT spektrum számításra kifejtett javító hatá-

sának érzékeltetése érdekében elkészítettem a t0=-0,15s időbeli eltolás alkalmazásával számí-

tott H-LSQ-FT spektrumok spektrumtávolságának térképét, ami a 34. ábrán látható. Ezt a 

térképet az eltolás mentes esetben kapott, 24. ábrabeli spektrumtávolság térképpel kell össze-

vetni. A színskálán két újabb tartományt kellett bevezetnem a spektrumtávolságoknak az op-

timum környezetében megnyilvánuló jelentős javulása miatt. Érdemes összehasonlítani a két 

térképen a Df <0,006 relációnak eleget tevő eredmények tartományának méretét. Figyelemre 

méltó a megnövekedése ennek a területnek, ami nagyobb mozgásteret biztosít a skálázó té-

nyező és a függvénysor hosszúság megválasztása tekintetében.  

A spektrumtávolság módosulásán kívül a H-LSQ-FT spektrumok alapján számított 

időfüggvények adattávolságában bekövetkező változásokat is vizsgálni kell. Az időbeli eltolás 

mellett előállított adattávolság térképét a 35. ábra mutatja be, amit az eltolás mentes eset 25. 

ábrájával egybe vetve, a spektrumtávolságnál tapasztaltakhoz hasonló javulások figyelhetők 

meg. A kék színű terület megjelenése, és a fekete nagyobb kiterjedése az adattávolságok álta-

lános csökkenését mutatják ezekben a tartományokban. Ha a spektrumtávolság térképpel ösz-

szevetjük, akkor alapjában véve összhangot lehet tapasztalni a javulást mutató területek között 

azzal a különbséggel, hogy a nagyon kis skálázó tényező értékeknél a függvénysor hosszúsá-

gok növekedésére kedvezőtlenebbül reagál az adattávolság.  
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34. ábra: A t0=-0,15s időbeli eltolás mellett előállított H-LSQ-FT spektrumtávolság térkép 

Gauss zajjal terhelt jel esetében 
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35. ábra: A t0=-0,15s időbeli eltolás mellett előállított H-LSQ-FT adattávolság térkép Ga-

uss zajjal terhelt jel esetében 

 

 

3.4.5. A H-LSQ-FT statisztikai vizsgálata Gauss eloszlású zaj esetében 

 

A H-LSQ-FT Gauss eloszlású zajjal szembeni rezisztenciáját egy statisztikai vizsgálat 

elvégzésével is ellenőriztem. Egymástól függetlenül generáltam 100 zaj értéksort σ=0,1 szó-

rású Gauss eloszlás alapján. Ezek felhasználásával a zajmentes jelből 100 zajos időtarto-

mánybeli adatsort hoztam létre. A zajos adatsorok eltérését a zajmentes időfüggvénytől az 

átlagos adattávolsággal jellemeztem, melynek értéke Dt,,átlag
(INPUT)=0,10068 volt. Az átlaghoz 
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viszonyított relatív szórásra St,,rel.
(INPUT)=0,03724 értéket kaptam. A DFT algoritmussal számí-

tott zajos spektrumok átlagos spektrumtávolsága Df,,átlag
(DFT)=0,010125 volt, a hozzá kapcso-

lódó relatív szórás pedig Sf,,rel.
(DFT)=0,057963. 

Az előzőekben bemutatott t0=-0,15s időbeli eltolás alkalmazása mellett, a zajos adat-

sorok mindegyikére vonatkozóan előállítottam a H-LSQ-FT eredmények alapján képezhető 

spektrumtávolság és adattávolság térképi adatrendszereket. Ezután a térképi vonatkozási 

rendszer minden egyes pontjára képeztem a spektrumtávolság és az adattávolság átlagértéke-

ket, majd ezekből előállítottam a spektrumtávolság és az adattávolság átlagtérképeket. Ezek 

az átlagtérképek jellemzik azt, hogy a H-LSQ-FT-vel kapott eredmények átlagosan milyen jól 

közelítették a zajmentes spektrumot és időfüggvényt a különböző skálázó tényező (a) és 

függvénysor hosszúság (M) értékek kombinációi mellett. 

A bemeneti adatrendszerek eltérése miatt a H-LSQ-FT-vel kapott eredmények minő-

ségében jelentkező ingadozások jellemzése érdekében, képeztem az egyes vonatkozási pon-

tokhoz tartozó spektrumtávolság és adattávolság értékek korrigált empirikus szórásait is, majd 

a szórásokat osztottam a megfelelő átlag értékekkel. Ezáltal a spektrumtávolság és az adattá-

volság relatív szórástérképeihez jutottam, melyek alapján megvizsgálhatjuk, hogy az egyes 

átlagértékek hányszorosa az a félterjedelem, amelyen belül a kapott spektrumtávolságok, ill. 

adattávolságok mozogtak. A relatív szórástérképek értékelése tehát szorosan kapcsolódik az 

átlagtérképek tartalmához. 

A 36. ábra mutatja be a spektrumtávolság átlagtérképet, ami a kedvezően kis értékek-

hez kapcsolódó kék és fekete területek viszonylatában ugyan némi csökkenést mutat a 34. 

ábra egyetlen zajos bemenetre vonatkozóan előállított spektrumtávolság térképéhez, ennek 

ellenére jelentősnek mondható a két térkép közötti átfedés. A kevésbé kedvező skálázó ténye-

ző értékek hatását bizonyos határokon belül kompenzálni képes a függvénysor hosszának nö-

vekedése. 
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36. ábra: 100 Gauss zajos adatsor H-LSQ-FT-vel történt feldolgozásával kapott eredmények 

alapján készített spektrumtávolság átlagtérkép 

 

A spektrumtávolságra vonatkozó, 37. ábrán látható relatív szórástérképen a kedvező 

spektrumtávolság átlagokhoz kapcsolódó területek 0,1-0,2 közötti relatív szórás értékekkel 

jellemezhetők, ami a spektrumtávolság értékeinek a 0,0036-0,0072 tartománybeli ingadozása-

it jelenti. A zajos adatsorok DFT-vel számított spektrumai 0,01 körüli átlagos spektrumtávol-

ságához viszonyítva, még a legrosszabb, 0,0072-es spektrumtávolság is határozott javulást 

jelent a frekvenciatartománybeli jel/zaj viszonyra nézve. 
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37. ábra: 100 Gauss zajos adatsor H-LSQ-FT-s feldolgozásával kapott eredmények alapján 

készített spektrumtávolság relatív szórástérkép 

 

A 38. ábrán tekinthető meg az adattávolság átlagtérkép, melyen a kedvező kék és feke-

te színű tartományok némileg összezsugorodtak az egyetlen adatrendszer feldolgozásával ka-

pott 35. ábrabeli adattávolság térképhez viszonyítva, ám jelentős átfedés van közöttük. A 
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spektrumtávolság és az adattávolság átlagtérképek kék és fekete területeinek metszetei jelölik 

ki azoknak a skálázó tényező és függvénysor hosszúság értékeknek a kombinációit, melyek 

alkalmazása mellett a vizsgált jel vonatkozásában a H-LSQ-FT módszer jelentős rezisztenciát 

képes kifejteni a Gauss eloszlást követő zajjal szemben, 
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38. ábra: 100 Gauss zajos adatsor H-LSQ-FT-s feldolgozásával kapott eredmények alapján 

készített adattávolság átlagtérkép 

 

Az adattávolság relatív szórástérképének 39. ábrabeli képe alapján megállapítható, 

hogy a kedvező adattávolság átlagokkal jellemezhető területek a 0,1-0,15 relatív szórás tarto-

mányba esnek, ami az adattávolság értékeinek a 0,018-0,046 intervallumon belüli ingadozását 

jelentik. A 100 zajos bemeneti adatsor 0,1 körüli adattávolság átlaga mellett, ez az ingadozás 

még a legrosszabb esetben is kétszeres javulást jelent. 

A két relatív szórástérkép (37. és 39. ábra) összevetése alapján megállapítható, hogy a 

skálázó tényező és függvénysor hosszúság értékek kombinációinak a H-LSQ-FT eredmények-

re nézve kedvező területén belül, a relatív szórás értékek hasonló nagyságot mutatnak, vala-

mint összhangban állnak a zaj értéksorok előállításának alapját képező Gauss eloszlás szórá-

sának σ=0,1-es értékével. 
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39. ábra: 100 Gauss zajos adatsor H-LSQ-FT-s feldolgozásával kapott eredmények alapján 

készített adattávolság relatív szórástérkép 

 

A statisztikai vizsgálat eredményei további megerősítést és bizonyítást jelentenek a  

H-LSQ-FT módszer Gauss zajjal szembeni rezisztenciája tekintetében. A gyakorlati alkalma-

zási módszerek kidolgozása szempontjából biztató, hogy a H-LSQ-FT-vel végrehajtott 

spektrumbecslések az a skálázó tényező és a M függvénysor hosszúság értékek viszonylag 

széles keretek közötti szabad megválaszthatósága mellett is kedvező eredményre vezetnek. 

 

 

3.4.6. Az időbeli eltolás, a skálázó tényező és a függvénysor hosszúság értékek megvá-

lasztása Gauss zajjal terhelt jel esetében 

 

Megismerkedve az Hermit függvénysoros diszkretizáció működési mechanizmusával, 

tisztázva a bemeneti adatsor időbeli eltolásának jelentőségét, valamint elemezve a spektrum-

távolság és adattávolság térképeket, a statisztikai vizsgálatok eredményeit, már elegendő in-

formációval rendelkeztem ahhoz, hogy bevezethessek egy gyakorlatban is alkalmazható tech-

nikát a t0 időbeli eltolás, az a skálázó tényező és a M függvénysor hosszúság értékek megvá-

lasztására Gauss zajos környezetben. 

Abból indultam ki, hogy a jel feldolgozásának kezdetén csak a zajos időtartománybeli 

adatsor (4. ábra) áll rendelkezésünkre. Ennek tulajdonságai alapján kell a fentebb említett 

mennyiségek értékeinek egy kedvező H-LSQ-FT spektrumot eredményező kombinációját 

kiválasztani. Első lépésben toljuk el a bemeneti adatsort olyan módon, hogy az adatsor 

abszolútértékben vett legnagyobb értéke a t=0s-hoz kerüljön. Ha a 4. ábra adatsora esetében 
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t0=-0,1s-os eltolást alkalmazunk, akkor jó közelítéssel teljesítettük az első lépésben foglalta-

kat. Az eltolás eredményét a 40. ábra mutatja be. Az előzetes eredmények alapján már ismer-

ve, hogy a legjobb spektrumbecsléshez a t0=-0,15s –os eltolás vezetett, az első lépésben meg-

választott eltolás érték egyáltalán nem tekinthető kedvezőtlennek. 
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40. ábra: t0=-0,1s-al eltolt Gauss zajos jel időfüggvényének részlete 

 

A második lépésben olyan a skálázó tényező értéket kell választani, ami az Hermit 

függvények inverz Fourier-transzformáltjaiban megjelenő a
t

eat
222

* );(
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


 súlyfüggvény 

szárnyának szélességét az első lépésben rögzített időbeli eltolás értékre állítja be. Elegendő 

ezt a kiválasztást is vizuális ellenőrzés mellett végrehajtani. Esetünkben az a=0,04 választása 

mellett olyan időtartománybeli súlyfüggvényhez jutunk, melynek szárnya a 41. ábrán látható 

módon, a |t0|=0,1s intervallumon belül gyakorlatilag lecseng. 
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41. ábra: a=0,04 skálázó tényezőjű Hermit függvények inverz Fourier-transzformáltjainak 

*(t;a) súlyfüggvénye 

 

A harmadik lépésben olyan véges Hermit függvénysort kell választani, aminek a ki-

alakításában szereplő legnagyobb s sorszámú Hermit függvény inverz Fourier-transzformáltja, 
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a bemeneti adatsor determinisztikus változásokat magába foglaló t=0s-ra szimmetrikus inter-

vallumának határán cseng le. A zajok hatása miatt ennek az intervallumnak a határát is ele-

gendő csak szemrevételezés útján megállapítani. A 40. ábra alapján ezt az intervallumot az 

origóra szimmetrikus r=0,3s sugárral adtam meg. Az Hermit függvények inverz Fourier-

transzformáltjainak adatsorait a G mátrix (29) szerinti előállításához egyébként is képezni 

kell, és ez számítógépi program segítségével gyorsan végrehajtható. Néhány függvény vizuá-

lis megtekintése alapján eldönthető, hogy melyik a célnak leginkább megfelelő. Esetünkben 

az s=31 sorszámú Hermit függvény inverz Fourier-transzformáltját tekintettem a feladat 

szempontjából leginkább perspektivikusnak. Ennek képét a 42. ábrán tüntettem fel, amelyen 

jól látható, hogy a függvény az r=0,3s-os sugár környezetében cseng le. (Az s=31 sorszámú 

Hermit függvény egyébként a 30. fokú Hermit polinom előállítását igényli.) 
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42. ábra: s=31 sorszámú Hermit függvény inverz Fourier-transzformáltja 

 

A harmadik lépés után már rendelkezésre állnak a H-LSQ-FT módszer alkalmazásá-

hoz szükséges mennyiségek értékei, jelen esetben: t0=-0,1s a=0,04  M=31 

Amennyiben alkalmazzuk ezeket a paraméter értékeket, a H-LSQ-FT-vel kapott spektrumot 

minősítő spektrumtávolság értékére Df,(z1)
(H-LSQ-FT)=0,004959 -t, a spektrumon számított idő-

függvény adattávolságára pedig Dt,(z1)
(H-LSQ-FT)=0,03137 –t kapunk. A statisztikai vizsgálat 

(36. és 38. ábra) átlagtérképeit megtekintve megállapítható, hogy ezek az értékek a leginkább 

kedvező kék területre jellemző felső értékhatár közvetlen közelébe esnek. 

Az időbeli eltolás, a skálázó tényező és a függvénysor hosszúság fentebb leírt módja 

kétségtelenül hordoz magában szubjektív elemeket, ám ha figyelembe vesszük, hogy a feldol-

gozott esetben általam választott értékektől nem túl nagymértékben eltérve is hasonlóan jó 

eredményeket kapunk, akkor a technika alkalmazhatóságát nem lehet okunk megkérdőjelezni. 

A szubjektivitás csökkentése érdekében bizonyos matematikai megfontolások alapján algo-
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ritmizálhatóvá is tehető a technika. Végül az eredmény vizuális ellenőrzése érdekében megte-

kinthetjük az előzőekben bemutatott módszerrel megválasztott paraméterekkel számított H-

LSQ-FT spektrumot a 43. ábrán, a 44. ábrán pedig a spektrum alapján számított időfüggvényt 

is. 
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43. ábra: t0=-0,1s, a=0,04 és M=31 értékek megválasztása mellett kapott H-LSQ-FT 

spektrum 
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44. ábra: t0=-0,1s, a=0,04 és M=31 értékek megválasztása mellett kapott H-LSQ-FT 

spektrumon számított időfüggvény 

 

 

3.4.7. A H-IRLS-FT módszer további vizsgálatainak eredményei 

 

A 3.3. alfejezetben bevezetett H-IRLS-FT módszer numerikus vizsgálati eredményei-

nek bemutatásával már szemléltettem, hogy milyen kiváló rezisztenciát képes a módszer biz-

tosítani kiugró zajértékeket produkáló zaj eloszlás esetén. A módszer Gauss és Cauchy elosz-

lású zajjal terhelt jelen is nagyon jó teljesítményt nyújtott, amivel a robusztusságáról tett ta-
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núbizonyságot. A H-IRLS-FT spektrumokon számított időfüggvények figyelemre méltó mó-

don megtisztultak a bemeneti zaj hatásától, tehát a zajelnyomási kapacitása is rendkívül ked-

vező. A következő részekben azokat a további vizsgálati eredményeket mutatom be, amelyek 

az előzőekhez szorosan kapcsolódnak, és teljesebbé teszik a módszerről kialakított képünket. 

 

 

3.4.7.1. Az időbeli eltolás hatása a H-IRLS-FT zajjal szembeni teljesítőképességére 
 

Ahogy azt már a 3.4.4. részben leírtam és szemléltettem a H-LSQ-FT módszeren be-

mutatva, a bemeneti adatsor megfelelő mértékű időbeli eltolásával a spektrum 

diszkretizálására alkalmazott Hermit függvénysor mindkét tartományban kifejtett ablakhatá-

sához előnyösebb módon illeszthetjük a zajos jelet. Ennek segítségével mérsékelhetjük az 

ablakok csonkító hatását és a bemeneti zaj érvényesülését az inverziós módszerrel meghatáro-

zott eredményre vonatkozóan. 

 A megfelelő mértékű időbeli eltolás a H-IRLS-FT esetében is kifejti a kedvező hatását 

a módszer teljesítőképességére, hiszen ez a módszer is az Hermit függvénysoros 

diszkretizációt használja fel. A 3.4.4. részben bemutatott vizsgálattal megegyező t0  {0s -

0,1s -0,15s -0,2s -0,25s} időbeli eltolás értékeket alkalmazva előállítottam a 6. ábrán látható 

kiugró hibákkal teli bemeneti adatsor legjobb spektrumtávolságokat nyújtó H-IRLS-FT spekt-

rumait. (A bemeneti adatsor adattávolsága Dt,(z2)
(INPUT)= 0,6356, a DFT-vel számított zajos 

spektrum – ld. 7. ábra - spektrumtávolsága Df,(z2)
(DFT)=0,06223 volt.) Az eredményeket az 5. 

táblázatban foglaltam össze. 

 

a bementi 
adatsor időbeli 

eltolása (t0) 

spektrumtávolság 
minimuma Df,min 

adattávolság 
minimuma 

Dt,min 

skálázó ténye-
ző 
a 

függvénysor 
hosszúság M 

0s 0,005984 0,03782 0,07 43 
-0,1s 0,004685 0,02961 0,06 28 
-0,15s 0,004100 0,02592 0,04 20 
-0,2s 0,004123 0,02606 0,05 30 
-0,25s 0,004257 0,02691 0,06 35 

 

5. táblázat:A H-IRLS-FT módszer alkalmazásával kapott optimumok és azok helyeit jellemző 

értékek alakulása a bemeneti adatsor időbeli eltolásának változtatása mellett 
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 A táblázat adatai alapján elmondható, hogy a spektrumtávolság és adattávolság érté-

kek még az időbeli eltolásos illesztés alkalmazása nélkül is, több mint tízszeres javulást mu-

tatnak. A legjobb eredmény, a Gauss zajos jel H-LSQ-FT-vel történt feldolgozásakor kapottal 

megegyező módon, a t0=-0,15s-os időbeli eltolás mellett állt elő. Az optimumokhoz tartozó 

skálázó tényező és függvénysor hosszúság értékek is nagyon hasonlóan alakultak a 4. táblá-

zatban összefoglaltakhoz. Mindkét mennyiség tekintetében érvényesül a lehető legkisebb a 

skálázó tényező és M függvénysor hosszúság értékek melletti legjobb közelítés megvalósulá-

sának jelensége. Az időbeli eltolás, a skálázó tényező valamint a függvénysor hosszúság érté-

keinek a két különböző zaj és inverziós módszer ellenére megmutatkozó nagymértékű hason-

lósága arra utal, hogy ezek a mennyiségek szorosan összefüggenek a zajmentes jel tulajdon-

ságaival. Az optimális spektrumtávolság és adattávolság értékek táblázatban bemutatott rend-

kívül kedvező alakulása, azonban egyértelműen a H-IRLS-FT módszer alkalmazásának kö-

szönhető. 

 

 

3.4.7.2. H-IRLS-FT spektrumtávolság és adattávolság térképek 

 

 A kiugró értékeket produkáló eloszlás alapján generált z2 zajjal terhelt x(z2) adatsorra 

(6. ábra) vonatkozóan előállítottam a 45. ábrán látható H-IRLS-FT spektrumtávolság és a 46. 

ábrán megjelenített adattávolság térképeket. 
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45. ábra: A Df,(z2)
(H-IRLS-FT) spektrumtávolság értékének változása az a skálázó tényező és a M 

függvénysor hosszúság függvényében 
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 A spektrumtávolság Df,(z2)
(H-IRLS-FT) térképén kékkel és feketével jelölt területek olyan 

kedvező a skálázó tényező és M függvénysor hosszúság érték kombinációkat határolnak le, 

melyek alkalmazása mellett legalább tízszeres javulás mutatkozik a DFT-vel kapott spektrum, 

Df,(z2)
(DFT)=0,06223 spektrumtávolságához képest. A spektrumtávolság térképet összevetve a 

H-IRLS-FT-vel kapott spektrumok alapján számított időfüggvényeket minősítő Dt,(z2)
(H-IRLS-FT) 

adattávolság térképpel (46. ábra) azt tapasztaljuk, hogy a kedvező eredményekhez kapcsolódó 

területek nagyon jól illeszkednek egymáshoz. Az adattávolság térképen nyomon követhető 

javulás a kék és fekete területek esetében a bementi idősor Dt,(z2)
(INPUT)= 0,6356 értékéhez 

képest több mint tízszeres, tehát a spektrumtávolság értékek javulásának mértékét meghaladó. 
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46. ábra: A Dt,(z2)

(H-IRLS-FT) adattávolság értékének változása a skálázó tényező és a függvény-

sor hosszúság függvényében 

 

 A H-IRLS-FT módszer viselkedését Cauchy eloszlású z3 zajjal terhelt jel esetében is 

vizsgáltam, melynek legfontosabb eredményeit már bemutattam a 3.3.1.1. részben. A 18. áb-

rán látható durván zajos bemeneti adatsor felhasználásával létrehoztam a 47. ábra  

H-IRLS-FT spektrumtávolság, és az 48. ábra adattávolság térképeit. (A bemeneti adatsor 

adattávolsága Dt,(z3)
(INPUT)=0,45544, a DFT-vel számított zajos spektrum – ld. 19. ábra - spekt-

rumtávolsága Df,(z3)
(DFT)=0,045829 volt.) A bemeneti adatrendszer időbeli eltolását az előző 

vizsgálatok alapján legjobbnak minősülő t0=-0,15s-ra választottam. 

 A spektrumtávolság térkép a kiváló eredményekhez köthető bíbor és kék színű tarto-

mányok nagy kiterjedésével jelzi a H-IRLS-FT zajjal szembeni hatékony ellenállását a spekt-

rum becslés terén. Ezek a területek a spektrumtávolság felső határát figyelembe véve is leg-

alább kilencszeres javulást biztosítanak. 
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47. ábra: A H-IRLS-FT-vel számított spektrumok Df ,(z3)

(H-IRLS-FT) spektrumtávolság térképe, a 

Cauchy zajjal terhelt jel esetében 

 

 Az adattávolság térképen még kedvezőbb helyzet figyelhető meg, hiszen még a fekete 

területen belül megválasztott a skálázó tényező és M függvénysor hosszúság értékek is több 

mint tízszeres javulást eredményeznek a zajos bemeneti adatsor adattávolságához képest. A 

H-IRLS-FT kiváló időtartománybeli zajelnyomó képessége ebben az esetben is megmutatko-

zott. 
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48. ábra: H-IRLS-FT-vel kapott spektrumok alapján számított időfüggvények  

Dt,(z3)
(H-IRLS-FT) adattávolság térképe, a Cauchy zajjal terhelt jel esetében 

 
 

3.4.7.3.  A H-IRLS-FT statisztikai vizsgálata 

 

 A H-IRLS-FT vizsgálatának következő szakaszában a H-LSQ-FT-hez hasonló, 3.4.5. 

részben ismertetett statisztikai célú kísérleteket végeztem. A H-IRLS-FT módszer nagyobb 
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feldolgozási időigénye miatt eltekintettem a bemeneti zajos adatsorok túl nagy számának 

megválasztásától (a H-LSQ-FT-nél 100 Gauss zajos adatsort dolgoztam fel). A két Gauss-tól 

eltérő, előzőekben már ismertetett zajeloszlás ( ld. 3.3.1. és 3.3.1.1. részek ) mindegyikére 

vonatkozóan 10 zajos bemeneti adatsor generáltam. Az adatsorokat a H-IRLS-FT módszerrel 

dolgoztam fel, az előző vizsgálatok alapján optimálisnak mondható t0=0,15s időbeli eltolás, 

és különböző skálázó tényező függvénysor hosszúság kombinációk alkalmazása mellett. A 

kapott eredmények alapján képeztem, a H-LSQ-FT statisztikai célú vizsgálatát tárgyaló rész-

ben már bevezetett átlagtérképeket és relatív szórástérképeket. 

 A 3.3.1. részben leírt módon előállított kiugró értékeket tartalmazó zaj esetében a be-

menő adatsoroknak a zajmentes időfüggvényhez viszonyított torzulását az átlagos adattávol-

sággal jellemeztem, melynek értékére Dt,,átlag
(INPUT)=0,63166 –ot kaptam, az átlaghoz viszo-

nyított relatív szórás pedig St,,rel.
(INPUT)=0,08892 volt. A DFT-vel számított zajos spektrumokat 

minősítő spektrumtávolságok átlaga Df,,átlag
(DFT)=0,06265, a relatív szórás pedig 

Sf,,rel.
(DFT)=0,08700 értéket vett fel. 

 Az 49. ábrán látható a spektrumtávolság átlagtérkép, melyen a fekete terület olyan 

skálázó tényező és függvénysor hosszúság értékek kombinációit fedi le, melyek a 10 durván 

zajos jel bármelyike esetében a zajmentes spektrum nagyon kiváló becsléséhez vezetnek. A 

45. ábra egyetlen zajos adatsorra vonatkozó spektrumtávolság térképéhez képest ugyan vala-

melyest lecsökkent a fekete terület nagysága, azonban elhelyezkedésük tekintetében egymás-

sal összhangban állnak. A Gauss zajjal és a H-LSQ-FT-vel végzett statisztikai vizsgálathoz 

tartozó 36. ábra spektrumtávolság átlagtérképén a legkedvezőbb eredményekhez vezető kék 

területnek az alacsonyabb függvénysor hosszakhoz kapcsolható magja is egybe esik a szóban 

forgó területtel. Az 50. ábrán megjelenített spektrumtávolság relatív szórástérképet figyelem-

be véve, a perspektivikusnak minősülő terület 0,1 körüli relatív szórással jellemezhető, ami 

legrosszabb esetben is legalább kilencszeres javulást jelent a DFT spektrumok Df,,átlag
(DFT) 

spektrumtávolság átlagához viszonyítva. 
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49. ábra: A H-IRLS-FT eredményeinek felhasználásával készített spektrumtávolság átlagtér-

kép, a kiugró értékeket produkáló zajeloszlás alapján létrehozott 10 zajos adatsor esetében 
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50. ábra: A H-IRLS-FT eredményeinek felhasználásával készített spektrumtávolság relatív 

szórástérkép, a kiugró értékeket produkáló zajeloszlás alapján létrehozott 10 zajos adatsor 

esetében 

 

 Az időtartománybeli eredmények alakulásáról szolgáltat információt az 51. ábra adat-

távolság átlagtérképe, melynek kedvezően alacsony értékeihez rendelt fekete területe össz-

hangban áll a spektrumtávolság átlagtérképének (49. ábra) fekete területével. Ezen kívül a 

Gauss zaj és a H-LSQ-FT együttes statisztikai vizsgálatánál bemutatott 38. ábrán látható adat-

távolság átlagtérképhez viszonyítva is közös vonások tapasztalhatók. Az adattávolságok rela-

tív szórása itt is 0,1 körüli a kedvező területre vonatkozóan, amint azt az 52. ábra adattávolság 

relatív szórástérképe mutatja. Ez a bizonytalanság még az adattávolság átlag fekete területé-

hez tartozó felső értékhatár esetében is több mint tízszeres javulást jelent a bemeneti adatso-

rok Dt,,átlag
(INPUT) adattávolság átlagához képest. 
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51. ábra: A H-IRLS-FT eredményeinek felhasználásával készített adattávolság átlagtérkép, a 

kiugró értékeket produkáló zajeloszlás alapján létrehozott 10 zajos adatsor esetében 
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52. ábra: A H-IRLS-FT eredményeinek felhasználásával készített adattávolság relatív szórás-

térkép, a kiugró értékeket produkáló zajeloszlás alapján létrehozott 10 zajos adatsor esetében 

 

 A Cauchy eloszlást követő zajhoz kapcsolódó vizsgálat statisztikai részében a skálapa-

raméter S=0,04 értéke mellett, egymástól függetlenül generált zaj értéksorok felhasználásával 

szintén 10 zajos időtartománybeli adatsort hoztam létre. Az adatsorokban jelenlévő zaj torzító 

hatását minősítő átlagos adattávolság Dt,átlag
(INPUT)=0,6920 volt, a hozzá kapcsolódó relatív 

szórás pedig St,rel.
(INPUT)=0,6223 értéket vett fel. A DFT-vel számított spektrumok átlagos 

spektrumtávolságára Df,átlag
(DFT)=0,07029 értéket kaptam, és a spektrumtávolságok relatív 

szórása Sf,rel.
(DFT)=0,6334 volt. (A relatív szórások nagy értéke a Cauchy eloszlás sűrűség-

függvénye széles szárnyainak köszönhető.)  
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 A H-IRLS-FT-vel számított spektrumok alapján elkészített spektrumtávolság átlagtér-

képet mutatja be az 53. ábra, melynek hosszan elnyúló kék területe nagyon kedvező eredmé-

nyeket jelez. Az 54. ábrán látható spektrumtávolság relatív szórástérkép, hasonlóan az előző-

leg bemutatott zaj típusnál tapasztalthoz, 0,1 körüli értéket mutat a kedvező területre vonatko-

zóan. Ennek alapján a spektrumtávolság átlagának kék színű területéhez kapcsolódó legrosz-

szabb eredmény spektrumtávolsága nagyjából 0,006 –re becsülhető, ami tízszeres javulást 

jelent a DFT átlagos spektrumtávolságához képest. 
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53. ábra: A H-IRLS-FT eredményeinek felhasználásával készített spektrumtávolság átlagtér-

kép, 10 Cauchy zajos adatsor esetében 

 

 A H-IRLS-FT-vel kapott spektrumok alapján számított időfüggvényeket statisztikailag 

minősítő, 55. ábrán látható adattávolság átlagtérkép kék és a fekete területei egyaránt nagyon 

jó eredményekhez kapcsolódnak. Továbbá összhangban állnak a spektrumtávolság átlagtérkép 

kedvező területeinek elhelyezkedésével és kiterjedésével. Az 56. ábra adattávolság relatív 

szórástérképe hasonlóan az előzőekhez 0,1 körüli értéket jelez a kedvező területen, ami leg-

rosszabb esetben 0,06-os adattávolság értéket prognosztizál. Utóbbit összehasonlítva a zajos 

bemeneti adatsorok Dt,átlag
(INPUT) átlagos adattávolságával kijelenthető, hogy a kékkel jelölt 

területen belül a H-IRLS-FT-nek köszönhető időtartománybeli javulás legalább tízszeres, ami 

figyelemre méltó zajelnyomási teljesítményt jelent az időtartományban. 
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54. ábra: A H-IRLS-FT eredményeinek felhasználásával készített spektrumtávolság relatív 

szórástérkép, 10 Cauchy zajos adatsor esetében 
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55. ábra: A H-IRLS-FT eredményeinek felhasználásával készített adattávolság átlagtérkép, 10 

Cauchy zajos adatsor esetében 
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56. ábra: A H-IRLS-FT eredményeinek felhasználásával készített adattávolság relatív szórás-

térkép, 10 Cauchy zajos adatsor esetében 
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 Az egyes adatsorok alapján készült spektrumtávolság és adattávolság térképeket, va-

lamint a statisztikai vizsgálatok átlagtérképeit szintetikusan értelmezve arra a következtetésre 

jutottam, hogy a zaj eloszlástól függetlenül létezik egy olyan, a zajmentes jel tulajdonságaiból 

következő a skálázó tényező és M függvénysor hosszúság tartomány, amelyen belül az 

Hermit függvénysoros spektrum diszkretizációt alkalmazva, a bementi adatsor zajával szem-

ben rezisztens spektrumbecslés hajtható végre. Ennek az időtartományra vonatkozó követ-

kezménye az a kiváló zajelnyomás, amit a H-LSQ-FT és a H-IRLS-FT módszerek az általuk 

számítható spektrumon keresztül közvetett módon biztosítanak. 

 Gauss zajos esetre vonatkozóan megadtam egy olyan technikát, amelynek felhasználá-

sával a módszerek alkalmazásához szükséges t0 időbeli eltolás, a skálázó tényező és M függ-

vénysor hosszúság értékei megválaszthatók. A kiugró értékeket produkáló zajeloszlások ese-

tén a technika lépéseinek végrehajtása nehézségekbe ütközhet a zaj hatás erősebb jelentkezé-

se, és a hasznos információtartalmat vizuálisan elrejtő tulajdonsága miatt. Az ilyen jellegű 

probléma kezelésére a következő fejezetben bevezetésre kerülő módszerek kínálnak segítsé-

get. 

 Ennek a fejezetnek végén az olvasóban joggal merülhet fel a kérdés, hogy milyen 

eredményeket képesek produkálni az Hermit függvényrendszer alapú diszkretizálást alkalma-

zó INVERZIÓS FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓ változatok (H-LSQ-FT, H-IRLS-FT) a bemutatottól 

eltérő jelek esetében. Erre vonatkozóan a kutatásaim során számos vizsgálatot végeztem el, 

melyek közül az érdeklődő számára a következő forrásokat emelném ki: (Vass, Dobróka 

2010), (Dobróka, Vass 2007), (Vass 2006), (Dobróka, Vass 2006). A vizsgálatok azt bizonyí-

tották, hogy a nem túl nagymértékben oszcilláló, véges energiájú, folytonos időfüggvényekkel 

leírható jelek esetében nagyon hatékony zajjal szembeni ellenállást képesek kifejteni a feje-

zetben bevezetett eljárások. 

 
 

4. INVERZIÓS FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓ intervallumonként konstans 

függvényekkel 
 

 A frekvenciaspektrum diszkretizálására nem csak az előző fejezetben bemutatott 

Hermit függvényrendszer használható fel. Matematikai szempontból sokkal egyszerűbben 

kezelhető megoldást biztosít az intervallumonként konstans függvények (piecewise-constant 

functions) alkalmazása a diszkretizációs lépésben. Ebben a fejezetben olyan módszereket ve-

zetek be, melyek az inverziós Fourier-transzformáció 2. fejezetben ismertetett koncepciójára 
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épülve, intervallumonként konstans függvények sorozatát használják fel a diszkrét inverz fel-

adat kialakításában. 

 
 

4.1. A frekvenciaspektrum diszkretizálása intervallumonként konstans függvényekkel 

 

 Az intervallumonként konstans függvények sorozata összekapcsolható a valós szám-

egyenes egyenközű felosztásával. A rendszer tagjai tulajdonképpen a szomszédos osztópon-

tok által meghatározott balról zárt jobbról nyitott intervallumokon konstans, egyébként pedig 

zérus értéket felvevő szakadásos függvények. 

 A frekvenciaspektrum diszkretizálása érdekében kialakítandó rendszer esetében cél-

szerűen egységnyinek választottam azt a konstans értéket, amelyet az egyes tagok a nekik 

megfelelő intervallumon felvesznek. Az ilyen módon definiált intervallumonként konstans 

függvényekből kialakított rendszer a következőképpen írható fel 
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A (36) formula szerint a i(f)-vel jelölt i-edik tag csak az i-edik frekvenciaértékre szimmetri-

kus, ∆f hosszúságú szakaszon belül vesz fel a zérustól eltérő, konstans 1 értéket. (A  jelölés 

használatával az intervallumonként konstans függvények alakjára is asszociálhatunk.) Ennek 

a függvénysorozatnak az alkalmazásával a ∆f intervallumon belül már nem lehet változásokat 

leírni a frekvenciaspektrum menetében, ami korlátozott frekvenciatartománybeli felbontóké-

pességet eredményez. A függvénysorozat egyébként ortogonális függvényrendszert alkot a 

valós számok halmazán, azaz érvényes az alábbi összefüggés 
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Ugyanakkor még végtelen számú tagjának figyelembe vétele mellett sem tekinthető teljesnek 

ez a függvényrendszer. Ennek tulajdonképpen csak elméleti szempontból van jelentősége, 

hiszen a sorfejtés végrehajtásakor egyébként sem mehetünk el végtelen számú tagig, ami ele-

ve kizárja a reprezentálni kívánt négyzetesen integrálható függvény pontos előállítását. Az 

intervallumonként konstans függvényekből kialakított rendszer korlátozott approximációs 
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teljesítménye ellenére, egyáltalán nem minősíthető jelentéktelennek, hiszen számos területen 

használják az egyébként folytonos természetű problémák diszkretizálásában. 

 Ennek ismerete ösztönzött arra, hogy kidolgozzam az INVERZIÓS FOURIER-

TRANSZFORMÁCIÓ általános módszerének olyan változatait, amelyek a frekvenciaspektrum 

intervallumonként konstans függvények szerinti diszkretizálásán alapulnak. A kiindulási ala-

pot ebben az esetben is a spektrum sorfejtéses (közelítő) előállítása jelenti, melyet az alábbi 

formában írhatunk fel 

)()(
1

fcfX i

M

i
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         (37) 

A módszerekhez kapcsolódó algoritmusok kidolgozásának leglényegesebb pontja a direkt 

feladatban szereplő, G-vel jelölt mátrix elemeinek előállítására. Ennek alapját a (20) össze-

függés képezi, melynek integrálján belül jelennek meg a diszkretizáláshoz megválasztott 

függvénysorozat egyes tagjai. Az intervallumonként konstans függvények (36) általános for-

mulájának behelyettesítésével a következő eredményhez jutottam 
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 (38) 

Az egyenlet jobboldalán megjelenik a szinusz kardinálisz függvény, ami az origóra szimmet-

rikus négyszög alakú spektrum inverz Fourier-transzformáltja. A szinusz kardinálisz függ-

vény megjelenése nem meglepő, hiszen a frekvenciatartománybeli intervallumonként kons-

tans függvények tulajdonképpen különböző eltolású, négyszög alakú spektrumoknak tekinthe-

tők. A frekvencia tengely menti eltolások miatt jelenik meg az időtartományban a szinusz 

kardinálisz függvény szorzótényezőjeként az exponenciális függvény. Az intervallumonként 

konstans függvény sávkorlátozottságot jelent a frekvenciatartományban, ami egyben az idő-

korlát hiányát is magába foglalja az időtartományban, és ez egyértelműen tükröződik a szi-

nusz kardinálisz függvényben. 

 A direkt feladat felírása a G mátrix (38) összefüggését felhasználva a következő for-

mulához vezet 
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Ha ezt az egyenletet összehasonlítjuk az inverz diszkrét Fourier-transzformáció (IDFT) aláb-

bi, dimenzióhelyes véges hosszúságú adatsorokra érvényes formulájával 
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akkor azt tapasztalhatjuk, hogy a spektrum intervallumonként konstans függvényes 

diszkretizálása mellett kialakuló direkt feladat formailag csak a szinusz kardinálisz függvény 

jelenlétében, ill. hiányában mutat eltérést. 

 A (39) direkt feladat alapján képezhető inverz feladat megoldásának célja a ci-vel je-

lölt sorfejtési együtthatók meghatározása, amik egyben az fi frekvencia értékek körüli ∆f in-

tervallumokon belüli spektrum közelítések konstans értékeinek felelnek meg. A megoldásá-

hoz vezető, korábbiakban már bemutatott módszerek (LSQ, IRLS) az időtartománybeli beme-

nő adatok N számának bizonyos mértékű többletét igénylik a számítandó ci ismeretlen para-

méterek M számához viszonyítva. A DFT viszont egyértelműen meghatározott feladat megol-

dásával képezi a diszkrét spektrumot. Ez a különbség a kétféle spektrumszámítási megközelí-

tés között egyben azt is jelenti, hogy az intervallumonként konstans függvények alkalmazásá-

val felépített inverz feladat megoldására használható módszerek a DFT-hez viszonyítva jelen-

tősen eltérő egyenletrendszerekhez vezetnek, ami egyben a kapott eredmények szükségszerű 

eltérését is jelenti 

 A továbbiakban először a legkisebb négyzetek elve szerinti (LSQ) módszer, majd az 

iteratív újrasúlyozás elve szerinti (IRLS) módszer intervallumonként konstans függvényes 

diszkretizálással kombinált változatainak bevezetése, valamint a vizsgálati eredményeik be-

mutatása következik. 

 Az I-FT egyes változatainak azonosítására szolgáló rövidítések esetében továbbra is a 

már megismert sémát alkalmaztam: bázisfüggvény-rendszer betűjele (H/C/D) – inverziós esz-

köz rövidítése (LSQ/IRLS) – FT. A bázisfüggvény-rendszereknek az értekezésemben előfor-

duló rövidítései közül a kivastagított C betű jelzi az intervallumonként konstans függvény-

rendszer alapú spektrum diszkretizálást. 

 
 
4.2. A legkisebb négyzetek elve szerinti Fourier-transzformáció intervallumonként 

konstans függvényes diszkretizáció esetén: C- LSQ-FT 

 
 A G mátrix előző alfejezetben bemutatott (38) szerinti előállítása és a (39) direkt fel-

adat segítségével lehetővé válik a ci sorfejtési együtthatók (megfelelően megválasztott) értékei 

mellett időtartománybeli számított adatrendszer előállítása. 
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 Túlhatározott feladat esetében az ismert xi
m adatok N száma meghaladja az ismeretle-

nek M számát, emiatt a megoldást az cGxe  m  eltérésvektoron definiált 

),...,()( 1 MccEeE   célfüggvény szélsőérték helyéhez kötjük. A 2.2. alfejezetben bevezetett 

LSQ-FT eljárás esetében ez a célfüggvény az eltérésvektor L2 normája 
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egyenletrendszerrel határozhatjuk meg, ami formailag a (22)-ben megadott 
mTT xc  GGG   

normálegyenletre vezet. A normálegyenlet megoldását a következőképpen kaphatjuk 

 mTT x)(c 1  GGG  . 

Ezzel az együttható sorozattal a (37) szerint számíthatjuk a spektrumot, azaz inverziós eljárás-

sal előállítottuk a Fourier-transzformáltat. 

 Az INTERVALLUMONKÉNT KONSTANS FÜGGVÉNYES DISZKRETIZÁCIÓT ALKALMAZÓ 

LEGKISEBB NÉGYZETEK ELVE SZERINTI FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓT (a továbbiakban csak a 

rövidítésével azonosítva C-LSQ-FT) a fentiek szerinti eljárással definiáljuk. 

 
 
4.2.1. A C-LSQ-FT módszer numerikus vizsgálata 
 

 A C-LSQ-FT módszer működését először az 1. és a 2. ábrákon bemutatott zajmentes 

jel, majd a 4. és az 5. ábrákon látható Gauss zajjal terhelt jel esetében vizsgáltam meg. Az 

algoritmus bemenetét képező időtartománybeli adatsor adatainak száma megegyezett az 

Hermit függvénysoros diszkretizációval kapcsolatos vizsgálatoknál alkalmazott N=401-es 

értékkel. A ∆t=0,005s-es mintavételi időközt, és a (|t|≤ T  T=1s) regisztrálási időintervallumot 

is változatlanul hagytam. Az eredmények minősítésénél használt (33) szerint definiált spekt-

rumtávolság értékét mindig az alkalmazott f intervallumhossz és M intervallumszám (a 

diszkretizálásban felhasznált intervallumonként konstans függvények száma) által meghatáro-

zott frekvenciasávra vonatkozóan számítottam. 

 A következőkben bemutatásra kerülő vizsgálatok eredményein kívül, további vizsgála-

tok eredményei és elemzései található meg, a függelék F.1. alfejezetének F.1.1. és F.1.2. ré-

szeiben  
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4.2.1.1. A C-LSQ-FT módszer vizsgálata zajmentes jel esetében 
 

 A C-LSQ-FT működésének ellenőrzését a mintavételi törvény frekvenciatartománybe-

li (9) összefüggése alapján számítható ∆f=1/(2T) =0,5 Hz-es intervallumhossz megválasztása 

mellett végeztem el a zajmentes jel (ld. 1. és 2. ábrák) esetében. 

 Az intervallumhossz rögzítése után meg kellett vizsgálnom, hogy a túlhatározottság 

teljesülése érdekében meddig mehetek el az M intervallumszám tekintetében, hiszen ez hatá-

rozza meg az ismeretlen paraméterek számát. Az M intervallumszámnak más tekintetben is 

fontos szerepe van, mivel a f intervallumhosszal együttesen határozzák meg azt az fmax ér-

tékkel megadható frekvenciasávot 

2max
fMf 

 , 

amelyre vonatkozóan számítható a spektrum. 

 A 6. táblázat mutatja be azokat a spektrumtávolság és adattávolság értékeket, amiket a 

C-LSQ-FT alkalmazásával kaphatunk különböző M intervallumszámok esetén. 

 

intervallum- 
szám (M) 

frekvenciasáv 
határa fmax 

kondíciószám 
(K) 

spektrumtávolság 
Df

(C-LSQ-FT) 
adattávolság 

Dt
(C-LSQ-FT) 

399 99,5 Hz 2,44 1,9110-4 1,9610-6 

381 95 Hz 2,44 1,9610-4 1,0310-5 

321 80 Hz 2,43 2,1410-4 3,3310-5 

241 60 Hz 2,43 2,510-4 1,210-4 

161 40 Hz 2,41 3,0210-4 7,0210-4 

81 20 Hz 2,36 0,00254 0,1156 
 

6. táblázat: A spektrumtávolság és az adattávolság értékek változása a M intervallumszám 

függvényében, zajmentes jel és f=0,5 Hz intervallumhossz esetén 

 

A táblázat alapján megállapítható, hogy már egészen kismértékű túlhatározottság elegendő a 

kondíciószám értékének kedvező szintre hozásához, és a kondíciószám csak jelentéktelen 

mértékben javul a túlhatározottság növekedésével. Annál nagyobb változás jelentkezik a 

spektrumtávolság és adattávolság értékek esetében. A túlhatározottság növekedése az inter-

vallumonként konstans függvénysoros diszkretizációnál együtt jár az M intervallumszám 

csökkenésével, ami egyben a spektrum számításában érintett fmax frekvenciasávot is leszűkíti. 

Zajmentes jel esetében ez a sávszűkülés kizárólag információtartalom vesztéssel jár, és ez 

lerontja a C-LSQ-FT-vel kapott spektrum, valamint a rajta számított időfüggvény minőségét. 
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A nagy intervallumszámok esetén egyébként kiváló közelítések álltak elő az idő- és a frek-

venciatartományban egyaránt, bár a spektrumtávolság tekintetében (2-3 nagyságrenddel) el-

maradtak a DFT zajmentes esetben kiváló Df
(DFT)=5,910-7 értékétől. 

 

 

4.2.1.2. A C-LSQ-FT módszer vizsgálata Gauss zajjal terhelt jel esetében 
 

 A LEGKISEBB NÉGYZETEK ELVE SZERINTI INVERZIÓS FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓ az 

Hermit függvénysoros diszkretizáció alkalmazása mellett (H-LSQ-FT) jelentős mértékű re-

zisztenciát tanúsított a Gauss eloszlású zajokkal szemben (3.2.1.2.2.). Az intervallumonként 

konstans függvénysoros diszkretizáció ilyen irányú képességeinek vizsgálata érdekében, a 4. 

ábrán már bemutatott σ=0,1 szórású Gauss zajjal terhelt időtartománybeli adatsort használtam 

fel bemenetként. Ennek a zajos adatsornak az adattávolsága Dt,(z1)
(INPUT)= 0,1032, a DFT-vel 

számított 5. ábrán látható zajos spektrumának spektrumtávolsága pedig Df,(z1)
(DFT)=0,01032 

volt. 

 A mintavételi tételnek megfelelő ∆f=0,5 Hz intervallumhossz megválasztásával, kü-

lönböző M intervallumszámok esetében állítottam elő a C-LSQ-FT spektrumokat, valamint a 

belőlük számított időfüggvényeket. A spektrumtávolság és az adattávolság értékek alakulását 

mutatja be a 7. táblázat. 

 

intervallum- 
szám (M) 

frekvenciasáv 
határa fmax 

kondíciószám 
(K) 

spektrumtávolság 
Df,(z1)

(C-LSQ-FT) 
adattávolság 
Dt,(z1)

(C-LSQ-

FT) 

399 99,5 Hz 2,44 0,01213 0,10319 
381 95 Hz 2,44 0,01219 0,10126 
321 80 Hz 2,43 0,01238 0,09454 
241 60 Hz 2,43 0,01272 0,08449 
161 40 Hz 2,41 0,01268 0,06786 
81 20 Hz 2,36 0,01425 0,12664 

 

7. táblázat: A spektrumtávolság és az adattávolság értékek változása a M intervallumszám 

függvényében, Gauss zajos jel és f=0,5 Hz intervallumhossz esetén 

 

A táblázat adatai alapján elmondható, hogy a C-LSQ-FT-vel számított spektrumokat minősítő 

spektrumtávolság csekély mértékben ugyan, de fokozatosan romlott az intervallumszám 

csökkenésével, és még a legjobb esetben is meghaladta a DFT spektrum spektrumtávolságá-
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nak értékét. Az adattávolság értéke javulást mutatott mindaddig, amíg az fmax frekvenciasáv 

határ még meghaladta a zajmentes jel spektrumára (2. ábra) vonatkozó, vizuálisan is becsül-

hető sávkorlátot (kb. 30 Hz). (Ezen túli összetevők a zajmentes jel kialakításában már elha-

nyagolható mértékben vesznek részt, a zajos jelnél viszont szinte csak a zajnak köszönhető a 

jelenlétük.) Ennek megfelelően az fmax=40 Hz-es határhoz tartozó M=161 intervallumszám 

esetén határozott zajelnyomó hatás jelentkezett az időtartományban. Az alacsonyabb fmax=20 

Hz frekvenciasáv határ esetében viszont már a jel meghatározásában lényeges tartomány is 

kiesett, ami a spektrumtávolság és az adattávolság esetében is romláshoz vezetett. 

 A vizsgálat eredményeképpen megállapítható, hogy a C-LSQ-FT nem mutatott olyan 

kedvező tulajdonságokat a Gauss zajos jel esetében, mint a teljes frekvenciatartományra ér-

telmezett, folytonos Hermit függvényeket alkalmazó H-LSQ-FT. 

 

 

4.3. Az iteratív újrasúlyozás elve szerinti Fourier-transzformáció, intervallumonként 

konstans függvénysoros diszkretizáció esetén: C- IRLS-FT 

 

 A 4.1. részben az intervallumonként konstans függvények szerinti diszkretizáció al-

kalmazása mellett levezetett G mátrix elemeinek segítségével, a mért és számított adatok sú-

lyozott normájának minimalizálásán alapuló inverziós algoritmusok is definiálhatók. A (38) 

szerint előállított G mátrixot beépítve a 2.2. alfejezetben bevezetett IRLS-FT eljárásba, meg-

fogalmazhatjuk a C-IRLS-FT algoritmust. 

 Ennek érdekében a G mátrix konkrét alakjára épülő direkt feladatból kell kiindulnunk, 

melynek segítségével a következőképpen állíthatjuk elő a számított adatok sorát 
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a Cauchy súlyokat jelöli. Mivel a kw  súly maga is tartalmazza az ismeretlen sorfejtési együtt-

hatókat, a (24) kifejezés az ismeretlenekben nem kvadratikus, ezért a  
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feltételhez kötött minimalizálás nemlineáris egyenletrendszerre vezet. Az iteratív újrasúlyozás 

módszerét (IRLS) alkalmazva az intervallumonként konstans függvények szerinti 

diszkretizálás esetén, az i-edik iterációs lépésben a (i-1)-edik lépés eredménye alapján számí-

tott súlyvektor kerül felhasználásra. A normálegyenlet így a súlyozott legkisebb négyzetek 

lineáris módszerének felel meg, és a 4.1.-ben levezetett G mátrix elemekkel felírt 
miTjiT xc )1()()1(    WGGWG  

egyenletrendszerre vezet. 

 Az INTERVALLUMONKÉNT KONSTANS FÜGGVÉNYES DISZKRETIZÁCIÓT ALKALMAZÓ ITE-

RATÍV ÚJRASÚLYOZÁS MÓDSZERE SZERINTI FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓT (a továbbiakban csak 

a rövidítésével azonosítva C-IRLS-FT) a fentiek szerinti eljárással definiáljuk. Az eljárással 

számított ci sorfejtési együtthatókat az intervallumonként konstans függvények véges hosszú-

ságú sorába helyettesítve, a (37) összefüggés alapján kapjuk meg a bemeneti adatsor becsült 

frekvenciaspektrumát. 

 

 

4.3.1. A C-IRLS-FT módszer numerikus vizsgálata 

 

 A korábbiakban már bemutatott iteratív újrasúlyozás elve szerinti Fourier-

transzformáció Hermit függvénysoros diszkretizációt alkalmazó változata, a H-IRLS-FT, a 

Gauss-tól jelentősen eltérő eloszlást követő zajok esetében nagyon kedvező zajelnyomó ké-

pességet mutatott. Ennek ismeretében a C-IRLS-FT módszertől is jelentős zajjal szembeni 

rezisztenciát vártam el a frekvenciaspektrum becslése terén, melynek igazolása érdekében a 

következőkben bemutatásra kerülő vizsgálatokat végeztem el. 

 Elsőként a 6. ábrán látható, és a 3.3.1. részben már ismertetett úton előállított, kiugró 

hibákkal teli x(z2) időtartománybeli adatsort használtam fel a C-IRLS-FT algoritmus bemene-

teként. Az eredmények összehasonlításának megkönnyítése érdekében itt is megadom a be-

meneti adatsor Dt,(z2)
(INPUT)=0,6356 adattávolságát, és a DFT-vel számított spektrumhoz tarto-

zó Df,(z2)
(DFT)=0,06223 spektrumtávolságot. Az intervallumhosszt, hasonlóan az előzőekben 

bemutatott vizsgálatokhoz (a mintavételi törvénnyel összhangban), ∆f=0,5 Hz-nek választot-
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tam, és különböző M intervallumszámok mellett előállítottam a C-IRLS-FT spektrumokat, 

valamint a belőlük számítható időtartománybeli adatsorokat. 

 A 8. táblázatban foglaltam össze a spektrumokat minősítő spektrumtávolság, és az 

idősorok értékelésére használt adattávolság értékeket. 

 

intervallum- 
szám (M) 

frekvenciasáv 
határa fmax 

C-IRLS-FT 
spektrumtávolság 

Df,(z2)
(C-IRLS-FT) 

C-IRLS-FT 
adattávolság 
Dt,(z2)

(C-IRLS-FT) 

381 95 Hz 0,08593 0,7517 
321 80 Hz 0,0697 0,5902 
241 60 Hz 0,02507 0,1711 
161 40 Hz 0,01523 0,08185 
81 20 Hz 0,02816 0,16751 

 

8. táblázat: A C-IRLS-FT módszerrel kapott eredmények minősítése a kiugró hibákkal teli, 

x(z2) zajos jel és ∆f=0,5 Hz-es intervallumhossz esetén 

 

A táblázat alapján arra lehet következtetni, hogy a M intervallumszám kedvező megválasztása 

mellett, a C-IRLS-FT módszer jelentős rezisztenciát képes biztosítani kiugró értékeket produ-

káló zajjal szemben. A M=161 intervallumszám alkalmazása (ami fmax=40 Hz-es frekvencia-

sáv határon belül fedi le a frekvenciatartományt) a spektrumtávolság tekintetében négyszeres, 

az adattávolság esetében pedig több mint hétszeres javuláshoz vezetett. Ez a változás már 

vizuálisan is kedvező benyomást kelt, amit az 57. ábra C-IRLS-FT spektrumán, és a belőle 

számított időfüggvény 58. ábrán megjelenített képén ellenőrizhetünk. 
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57. ábra: A kiugró értékeket produkáló zajjal terhelt x(z2) jel C-IRLS-FT-vel számított frek-

venciaspektruma, M=161 intervallumszám, és ∆f=0,5 Hz intervallumhossz alkalmazása mel-

lett 
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58. ábra: Az előző ábra C-IRLS-FT spektruma alapján számított időtartománybeli adatsor 

képe 

 

 A 16. és a 17. ábra képeivel összevetve a fenti ábrákat megállapítható, hogy az ered-

mény nem olyan kedvező, mint amit a H-IRLS-FT produkált, de a 6. és 7. ábrák durván zajos 

képeihez viszonyítva figyelemre méltó a javulás. A kiugró hiba értékek eltűntek az időtarto-

mánybeli eredményen, ami a C-IRLS-FT hatékonyságát mutatja a nem Gauss eloszlást követő 

zaj elnyomása terén. 

 A C-IRLS-FT alkalmazásának előnye abban nyilvánul meg a H-IRLS-FT-hez viszo-

nyítva, hogy nem kell az a skálázó tényező megválasztásának kérdésével foglalkozni. Ha a ∆f 

intervallumhosszt a mintavételi tételnek megfelelően állítjuk be, akkor csak a spektrumszámí-

tás fmax frekvenciasáv határát megszabó M intervallumszámot kell alkalmasan megválasztani. 

Ez utóbbit a jel fc sávkorlátjának előzetes becslése alapján számíthatjuk az alábbi összefüggés 

szerint 

f
f

M c




2
 

 

 

4.3.1.1. A C-IRLS-FT módszer vizsgálata Cauchy eloszlást követő zajjal terhelt jel ese-
tében 

 

 A C-IRLS-FT robusztus viselkedésének ellenőrzése érdekében az S=0,04 skálázó té-

nyezőjű Cauchy eloszlású zajjal terhelt x(z3) jel felhasználása mellett is elvégeztem a vizsgála-

tot. A Cauchy zajos jel időtartománybeli képe a 18. ábrán, a DFT-vel számított zajos spekt-

rum pedig a 19. ábrán látható. A bemeneti adatsor időtartománybeli adattávolsága 
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Dt,(z3)
(INPUT)=0,45544, a DFT-vel számított spektrumra vonatkozó spektrumtávolság pedig 

Df,(z3)
(DFT)=0,045829 volt. 

 Az előzőekben alkalmazott intervallumszámok alkalmazása és a f=0,5 Hz interval-

lumhossz beállítása mellett a legjobb eredményt talán már nem meglepő, hogy a M=161 in-

tervallumszám (fmax=40 Hz frekvenciasáv határ) esetében kaptam. Az adattávolság értéke 

Dt,(z3)
(C-IRLS-FT)=0,05572-re csökkent, ami kilencszeres javulást jelent. A C-IRLS-FT spektrum 

Df,(z3)
(C-IRLS-FT)=0,010470 spektrumtávolsága pedig 4,5-szörös csökkenést mutat a DFT 

Df,(z3)
(DFT) spektrumtávolságához képest. 

 Az 59. ábrán látható a C-IRLS-FT spektrum képe, a 60. ábra pedig a belőle számított 

időtartománybeli adatsort mutatja be. Az ábrákat összevetve a bemeneti adatsor és a DFT 

spektrum képeivel nagyon jelentős javulást tapasztalunk mindkét tartományban. 
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59. ábra: A Cauchy eloszlású zajjal terhelt x(z3) jel C-IRLS-FT-vel számított frekvenciaspekt-

ruma, M=161intervallumszám és ∆f=0,5 Hz intervallumhossz mellett 
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60. ábra: Az előző ábra C-IRLS-FT spektruma alapján számított időtartománybeli adatsor 

képe 
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 A fentieken kívül vizsgáltam a ∆f intervallumhossz változtatásának hatását a spektrum 

számítás eserdményére vonatkozóan, és statisztikai vizsgálatokkal is ellenőriztem a C-IRLS-

FT módszer megbízhatóságát. Ezeknek a vizsgálatoknak az eredményeit a függelék F.2. és 

F.3. alfejezeteiben helyeztem el. 

 

 

5. INVERZIÓS FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓ Dirac-féle delta függvényekkel  
 

 Az előzőekben az inverziós FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓ Hermit függvényekkel, ill. 

intervallumonként konstans függvényekkel felépített algoritmusát mutattam be. Közös jellem-

zője a bevezetett eljárásoknak a sorfejtéses diszkretizáció és a sorfejtési együtthatókra megfo-

galmazott túlhatározott inverz feladat. Ebben a fejezetben ezt a koncepciót folytatva a Dirac-

féle delta függvényeket választom a sorfejtés bázisfüggvényeinek és bevezetem az INVERZIÓS 

FOURIER TRANSZFORMÁCIÓ D-LSQ-FT ill. a D-IRLS-FT eljárásait. Egyben bemutatom, hogy 

az alkalmazott diszkretizációval (Dirac-delta) speciális esetként visszakapjuk a hagyományos 

DFT algoritmust, vagyis a Fourier-transzformáció jelen dolgozatban bevezetett új felfogása, 

ebben a határesetben átvezet a digitális jelfeldolgozásban megszokott tradicionális módszerek 

világába. 

 

 

5.1. A frekvenciaspektrum diszkretizálása Dirac-delta függvényekkel 

 

 Válasszuk a sorfejtés bázisfüggvényeiként a Dirac-féle delta függvények sorozatát és 

írjuk fel a (17) sorfejtést ennek megfelelően az 

 



M

i
ii ffcffX

1
)()(          (40) 

alakban, ahol )( iff   az fi pontra lokalizált Dirac-féle delta függvény, ic  a sorfejtési 

együttható, ii fff  1  a mintavételi távolság a frekvencia tartományban. 

 Az INVERZIÓS FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓ szempontjából kiemelt jelentőségű G mát-

rixot a (20) általános összefüggés felhasználásával, a következőképpen állíthatjuk elő az 

Dirac-delta függvényes spektrum diszkretizáció esetére 
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A direkt feladat felírásakor a G mátrix (41) összefüggését felhasználva a következő formulá-

hoz jutunk. 









M

i

tfj
i

M

i
ikik

sz kiecfGctx
1

2

1
,)(        (42) 

A direkt feladat tehát formailag megegyezik a (11) szerint felírható inverz diszkrét Fourier-

transzformáció (IDFT) összefüggésével. 

 A kettő közötti azonosság abban az esetben áll fenn egzakt módon, ha a mintavételi 

törvényből származó tk=kt=k/(Nf) összefüggés figyelembe vétele mellett a M impulzus-

szám megegyezik az időtartománybeli adatok N számával. Ilyenkor a Dirac-delta függvények 

szerinti spektrum diszkretizálással visszajuthatunk a jelfeldolgozás területén hagyományosnak 

tekinthető DFT-IDFT algoritmusokhoz. 

 Visszatérve az INVERZIÓS FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓS eljárás gondolatmenetéhez, 

tegyük fel, hogy az adatok száma meghaladja a Dirac-delta függvények szerinti sorfejtés 

együtthatóinak számát, azaz továbbra is túlhatározott inverz feladatként fogalmazzuk meg a 

Fourier transzformációt.  

 A továbbiakban először a legkisebb négyzetek elve szerinti LSQ-FT, majd az iteratív 

újrasúlyozás elve szerinti IRLS-FT módszer családokba tartozó, Dirac-delta függvények sze-

rinti spektrum diszkretizálással definiált változatok bevezetése, valamint a hozzájuk kapcso-

lódó néhány eredmény bemutatása következik. 

 

 

5.2. A legkisebb négyzetek elve szerinti Fourier-transzformáció, Dirac-delta függvényes 

spektrum diszkretizáció esetén: D-LSQ-FT 

 

 A G mátrix (41) szerinti előállításán alapuló (42) direkt feladat egyenletrendszerébe a 

ci sorfejtési együtthatók (megfelelően megválasztott) értékeit behelyettesítve, időtartománybe-

li számított adatsort állíthatunk elő. Túlhatározott feladat esetében az ismert xi
m (mért időtar-

tománybeli) adatok N száma meghaladja az ismeretlenek M számát, emiatt a megoldást az 

cx  G me  eltérésvektoron definiált ),...,()( 1 MccEeE   célfüggvény szélsőérték helyéhez 

kötjük. A 2.1. alfejezetben bevezetett LSQ-FT eljárás esetében ez a célfüggvény az eltérés-

vektor L2 normája 
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Ennek minimumát a 

 ),...,1(,0 Ml
c

E

l




  

egyenletrendszerrel határozhatjuk meg, ami formailag a (22)-ben megadott 
mTT xc  GGG   

normálegyenletre vezet. A normálegyenlet megoldását a következőképpen kaphatjuk 

 mTT x)(c 1  GGG  . 

Ezzel az együttható sorozattal a (40) szerint számíthatjuk a spektrumot, azaz inverziós eljárás-

sal előállítottuk a Fourier-transzformáltat. 

 A DIRAC-DELTA FÜGGVÉNYES SPEKTRUM DISZKRETIZÁCIÓT ALKALMAZÓ LEGKISEBB 

NÉGYZETEK ELVE SZERINTI FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓT (a továbbiakban csak a rövidítésével 

azonosítva D-LSQ-FT) a fentiek szerinti eljárással definiáljuk. (A rövidítésben szereplő D 

betű Dirac-delta sorozatra utal) 

 

 

5.2.1. A D-LSQ-FT módszer numerikus vizsgálata 

 

 A frekvenciaspektrum Dirac-delta függvények szerinti diszkretizációjának bevezeté-

sével megteremtettük a kapcsolatot az INVERZIÓS FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓ (I-FT) és a 

diszkrét Fourier-transzformáció (DFT) között. Abban az esetben, amikor az időtartománybeli 

bemeneti adatok N száma megegyezik a Dirac impulzussorozat M teljes impulzusszámával, a 

(42) direkt feladatának invertálásával a DFT egyenletrendszeréhez jutunk. Ezért különösen 

érdekes, hogy a túlhatározottságot megengedve kapott D-LSQ-FT módszer numerikusan ho-

gyan viselkedik.  

 A D-LSQ-FT működését ugyanolyan feltételek mellett ellenőriztem, mint amit a 4.2.1. 

részben bemutatott C-LSQ-FT vizsgálatoknál alkalmaztam. A zajmentes időfüggvény (1. áb-

ra) esetében az adatok N=401 számához képest elegendő volt kettővel kevesebb M impulzus-

számot felvenni ahhoz, hogy a kondíciószám a nagyon kedvező K=2 értéket vegye fel. A 

∆f=0,5 Hz-s impulzustávolság mellett Df
(D-LSQ-FT)=2,3810-6 spektrumtávolságot, és a spekt-

rumon számított időfüggvény esetében Dt
(D-LSQ-FT)=2,3110-6. Ez a spektrumtávolság teljesen 

megegyezett a DFT-vel kapott eredmény spektrumtávolságával. A túlhatározottság növelésé-

vel a D-LSQ-FT és a DFT spektrumtávolságok mindaddig szinte teljesen megegyeztek, amíg 

az M impulzusszám csökkentésének köszönhetően már a jel szempontjából lényeges 
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spektrális tartomány egy része is levágásra került. Tulajdonképpen a C-LSQ-FT-vel meg-

egyező jelenségről van szó ebben az esetben is (ld. 4.2.1.1. rész). 

 A D-LSQ-FT a Gauss zajos jel (4. ábra) esetén is nagyon hasonló viselkedést mutatott 

a C-LSQ-FT-hez (ld. 4.2.1.2. rész). A különböző M impulzusszámok és ∆f=0,5 Hz-s impul-

zustávolság mellett számított D-LSQ-FT spektrumok, a C-LSQ-FT-nél látottakkal (ld. 7. táb-

lázat) közel azonos spektrumtávolságokat produkáltak, és szinte teljesen megegyeztek a DFT 

spektrum ugyanazon frekvenciasáv határon (fmax=(M-1)∆f/2) belül figyelembe vett részeinek 

spektrumtávolságaival. 

 

 

5.3. Az iteratív újrasúlyozás elve szerinti Fourier-transzformáció, Dirac-delta függvé-

nyes spektrum diszkretizáció esetén: D-IRLS-FT 

 

 Az Dirac-delta függvényes frekvenciaspektrum diszkretizáció alkalmazása mellett 

levezetett G mátrix (41) szerint képezhető elemeinek segítségével, a mért és számított adatok 

súlyozott normájának minimalizálásán alapuló inverziós algoritmusok is definiálhatók. A G 

mátrixot beépítve a 2.2. alfejezetben bevezetett IRLS-FT eljárásba, megfogalmazhatjuk a  

D-IRLS-FT algoritmust. 

 Ennek érdekében a G mátrix konkrét alakjára épülő direkt feladatból kell kiindulnunk, 

melynek segítségével a (21) szerint állíthatjuk elő a számított adatok sorát. Az ismeretlen ci 

sorfejtési együtthatók értékének meghatározásakor a mért és a számított adatok cx  G me  

eltérésvektora (24)-el definiált súlyozott normájának minimumát keresve jutunk eredményre. 

Mivel a súlyozott normában szereplő, (25) szerint számítható wk Cauchy súlyok is tartalmaz-

zák az ismeretlen sorfejtési együtthatókat, a (24) kifejezés az ismeretlenekben nem kvadrati-

kus. Ennek köszönhetően a 
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E

l
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
 

feltételhez kötött minimalizálás nemlineáris egyenletrendszerre vezet. Az iteratív újrasúlyozás 

módszerét (IRLS) alkalmazva az intervallumonként konstans függvények szerinti 

diszkretizálás esetén, az i-edik iterációs lépésben a (i-1)-edik lépés eredménye alapján számí-

tott súlyvektor kerül felhasználásra. A normálegyenlet így a súlyozott legkisebb négyzetek 

lineáris módszerének felel meg és a (41) szerint levezetett G mátrix elemekkel felírt (21) 

egyenletrendszerre vezet. 
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 A DIRAC-DELTA FÜGGVÉNYES SPEKTRUM DISZKRETIZÁCIÓT ALKALMAZÓ, ITERATÍV 

ÚJRASÚLYOZÁS MÓDSZERE SZERINTI FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓT (a továbbiakban csak a rövi-

dítésével azonosítva D-IRLS-FT) a fentiek szerinti eljárással definiáljuk. Az eljárással számí-

tott ci sorfejtési együtthatókat a (40) összefüggésbe helyettesítve, ami lényegében a ∆f impul-

zustávolsággal való szorzásukat jelenti, kapjuk meg a bemeneti adatsor becsült (diszkrét) 

frekvenciaspektrumát. 

 

 

5.3.1. A D-IRLS-FT módszer numerikus vizsgálata 

 

 A C-IRLS-FT 4.3.1. részben ismertetett numerikus vizsgálatával megegyező feltételek 

mellett teszteltem a D-IRLS-FT bementi zajjal szembeni rezisztenciáját. A 6. ábrán látható 

kiugró hibákkal terhelt, erősen zajos bementi adatsor esetében különböző M impulzusszámo-

kat és ∆f=0,5 Hz-es impulzustávolságot beállítva a C-IRLS-FT-hez nagyon hasonló tulajdon-

ságokat mutatott a módszer. A legkedvezőbb eredményt az M=161 impulzusszám (fmax=40 

Hz frekvenciasáv határ) megválasztása hozta. A D-IRLS-FT spektrumot minősítő spektrum-

távolság Df,(z2)
(D-IRLS-FT)=0,0129-re csökkent a DFT-re vonatkozó Df,(z2)

(DFT)=0,0625-höz ké-

pest. A D-IRLS-FT spektrum alapján számított időfüggvény adattávolsága Dt,(z2)
(D-IRLS-

FT)=0,0818 értéket mutatott, ami a zajos bemeneti adatsor Dt,(z2)
(INPUT)=0,6356 adattávolság 

értékéhez képest szintén jelentős javulást jelez. A  

D-IRLS-FT spektrum képét a 61. ábra mutatja be, amit a 7. ábrán látható DFT spektrummal 

összevetve nagyon kedvező változást tapasztalhatunk. Ugyanez mondható el a D-IRLS-FT 

spektrum alapján számított időfüggvény esetében is, amit a 62. ábra szemléltet. 
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61. ábra: A kiugró értékeket produkáló zajjal terhelt x(z2) jel D-IRLS-FT-vel számított frek-

venciaspektruma, M=161 impulzusszám és ∆f=0,5 Hz impulzustávolság alkalmazása mellett 
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62. ábra: Az előző ábra D-IRLS-FT spektruma alapján számított időtartománybeli adatsor 

képe 

 

 A vizsgálatok végrehajtása során kapott eredmények azt mutatják, hogy a Dirac-delta 

függvényes spektrum diszkretizációval definiált INVERZIÓS FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓ, a 

korábbiakban bemutatott két diszkretizációs megoldás (Hermit- ill. intervallumon konstans 

függvények) közül, az intervallumonként konstans függvények rendszerére alapuló INVERZIÓS 

FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓ-hoz nagyon hasonló viselkedést mutat. Különlegességét tulajdon-

képpen annak köszönheti, hogy az inverziós feladat túlhatározottságát csökkentve, az D-LSQ-

FT változat alkalmazásával egyre inkább megközelítjük a DFT algoritmus által szolgáltatott 

spektrumot. A túlhatározottság megszűnésének határesetében pedig ez az I-FT változat egzakt 

módon visszavezet a tradicionális DFT algoritmusra. Ennek egyik következménye, hogy a 

három diszkretizációs eljárás közül a Dirac-delta függvényes tekinthető programozás techni-

kailag a legegyszerűbben megvalósíthatónak. 

 A D-IRLS-FT algoritmus specialitását, a kiugró zaj értékeket eredményező zaj elosz-

lások esetén mutatott, figyelemre méltó zajjal szembeni rezisztencia adja meg. Ennek az I-FT 

változatnak a zajelnyomás terén megmutatkozó teljesítménye ugyan elmarad a H-IRLS-FT-

vel szemben, ám az egyszerűsége, és az alkalmazhatóságát érintő lazább követelmények miatt 

mégis perspektívikus frekvenciaspektrum számítási eljárásnak minősíthető. 
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Összefoglalás 
 

 Az időtartománybeli adatsorok feldolgozásának mai szemmel nézve már hagyomá-

nyosnak mondható eszköze a diszkrét Fourier-transzformáció (DFT). A DFT, ill. annak gyors 

változata az FFT, megfelelően megválasztott mintavételezés és regisztrálási tartomány mel-

lett, zajmentes idősor esetében nagy pontossággal képes biztosítani a bementi idősor frekven-

ciaspektrumát. A bemenetet terhelő zaj legcsekélyebb jelentkezésére azonban nagyon érzéke-

nyen reagál, és a kimeneten megjelenő spektrum is zajossá válik. A gyakorlatban ezt a prob-

lémát legtöbbször a spektrumszámítás előtti és/vagy utáni zajszűrési eljárások alkalmazásával 

igyekeznek kezelni. 

 Értekezésemben a zajos időtartománybeli adatsorok spektrumszámítási problémájának 

kezelésére magának a számítási eljárásnak az új alapokra helyezésével kerestem megoldást. 

Ezek az alapok már rendelkezésre álltak a Geofizikai Tanszék kutatói által kifejlesztett sorfej-

téses geofizikai inverzió elmélete formájában. A folytonos Fourier-transzformáció és inverz 

megfelelőjének összefüggéseiből kiindulva, általános értelemben véve egy lineáris inverz 

feladat megoldására vezettem vissza a spektrumszámítást, melyet INVERZIÓS FOURIER-

TRANSZFORMÁCIÓ-nak (I-FT) neveztem el. Ennek a koncepciónak az alkalmazását a meghatá-

rozni kívánt spektrumnak, valamely megfelelően megválasztott bázisfüggvény-rendszer sze-

rinti, véges hosszúságú sorfejtéses alakban történő felírása teszi lehetővé. Ezáltal a sorfejtési 

együtthatók veszik fel az ismeretlen paraméterek szerepét. Az ismeretlen paraméterek vektor-

tere és a mért időtartománybeli adatok vektortere között lineáris kapcsolat áll fenn, melynek 

konkrét alakját alapvetően a sorfejtéses közelítésnél alkalmazott bázisfüggvény-rendszer fi-

gyelembe vett elemei határozzák meg. A mérési adatok többletét biztosítva az ismeretlen sor-

fejtési együtthatók számához képest, az utóbbiak meghatározását egy túlhatározott inverz fel-

adat megoldására lehet visszavezetni. A mérési adatokat terhelő zajokkal szembeni reziszten-

ciát az alkalmazott inverziós feladatmegoldó eszköz biztosítja, a célfüggvénye segítségével 

megfogalmazott optimum kritériumnak köszönhetően. 

 Az inverziós feladatmegoldó eszközök megválasztásával két módszert vezettem be az 

INVERZIÓS FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓ koncepciójára alapozva. A LEGKISEBB NÉGYZETEK 

ELVE SZERINTI FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓ alapvetően a Gauss, vagy ahhoz közeli eloszlást 

követő zajjal szemben képes ellenállóképességet biztosítani. Az ettől jelentősen eltérő, kiug-

róan zajos értékeket produkáló eloszlások esetében pedig, a Cauchy-súlyozás használata mel-



 - 92 - 

lett alkalmazott súlyozott norma minimalizálására alapuló ITERATÍV ÚJRASÚLYOZÁSOS LEGKI-

SEBB NÉGYZETEK ELVE SZERINTI FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓ kínál megoldást. 

 A spektrum sorfejtéses diszkretizálásához felhasznált három különböző bázisfügg-

vény-rendszer kiválasztásával mindkét módszeren belül három, számítógépi program formá-

jában is implementálható változatot alakítottam ki. Az Hermit függvényrendszeren alapuló 

spektrum diszkretizálás véges energiájú és jó közelítéssel sávkorlátozott determinisztikus jel 

spektrumának meghatározására alkalmas. Gauss eloszlású zaj esetében a legkisebb négyzetek 

elve szerinti Fourier-transzformációt alkalmazó változat, a H-LSQ-FT, egyértelműen bizonyí-

totta a hatékony zajelnyomó képességét a számított spektrum és a neki megfelelő időfüggvény 

tekintetében egyaránt. A kiugró zajértékeket produkáló zajeloszlások alkalmazása mellett 

pedig az iteratív újrasúlyozás elve szerinti változat, a H-IRLS-FT mutatott rendkívül jó telje-

sítményt a zaj hatásának csökkentése terén. Az eredmények megbízhatóságát az elvégzett 

statisztikai vizsgálatok is alátámasztották. 

A spektrum sorfejtéses diszkretizálásának másik lehetséges megoldását jelenti az intervallu-

monként konstans függvények rendszerének alkalmazása. Ennél a spektrum diszkretizációnál 

a legkisebb négyzetek elve szerinti változat, a C-LSQ-FT, hasonló eredményeket szolgáltatott, 

mint a DFT algoritmus. Az iteratív újrasúlyozásos elv szerinti C-IRLS-FT azonban nagyon 

szépen megtisztította a jelet a kiugró zajértékek hatásától mindkét tartományban. 

 Az értekezésemben utolsóként bevezetett sorfejtéses spektrum diszkretizálási megol-

dást a Dirac-delta függvények sorozatára alapoztam. Ezzel a választással nem csak a sorfejtési 

együtthatók, hanem a figyelembe vett frekvencia értékek tekintetében is diszkretizáltam a 

számítandó spektrumot. Ilyen módon a DFT algoritmus kifejlesztéséhez vezető elgondoláshoz 

képest független utat bejárva érkeztem vissza annak szemléletmódjához. A vizsgálatok ered-

ményei egyértelműen bizonyították, hogy a legkisebb négyzetek elve szerinti változat, a D-

LSQ-FT, az egyértelmű meghatározottság határesetében a DFT-vel teljesen megegyező ered-

ményt ad. Ezzel tulajdonképpen feltártam az INVERZIÓS FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓ koncep-

ciójának kapcsolódási pontját a hagyományosnak mondható spektrumszámítási eljáráshoz. A 

Dirac-delta függvényes spektrum diszkretizációt alkalmazó iteratív újrasúlyozásos elv szerinti 

Fourier-transzformáció, a D-IRLS-FT, viszont a DFT-től jelentősen eltérő viselkedést muta-

tott kiugró zajértékeket produkáló zajeloszlások esetében. Ennek jelentősége a jel mindkét 

tartományban megnyilvánuló, figyelemre méltó mértékű megtisztulásában mutatkozott meg. 
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Függelék 
 

A frekvenciaspektrum intervallumonként konstans függvényes diszkretizációjára vo-

natkozó további vizsgálatok 

 

 A függelékben foglaltam össze az INTERVALLUMONKÉNT KONSTANS FÜGGVÉNYSOROS 

DISZKRETIZÁCIÓT ALKALMAZÓ INVERZIÓS FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓ előzőleg már bevezetett 

változatai (C-LSQ-FT 4.2. alfejezet, C-IRLS-FT 4.3. alfejezet) viselkedésének megismerésére 

irányuló további vizsgálataim eredményeit. 

 Ezeknek a vizsgálatoknak a végrehajtása során főként arra a kérdésre kerestem a vá-

laszt, hogy a f intervallumhossznak, a mintavételi törvényből következő értéktől eltérő meg-

választása, milyen hatást fejt ki a spektrumbecslés pontosságára és a spektrum alapján számí-

tott időfüggvényre vonatkozóan. Ezen kívül bemutatom a C-IRLS-FT-vel kapott kedvező 

eredmények megbízhatóságának ellenőrzése érdekében elvégzett statisztikai vizsgálataim 

eredményeit is. 

 

 

F.1. A C-LSQ-FT módszer vizsgálata az intervallumhossz változtatása mellett 

 

 Már a zajmentes jel C-LSQ-FT módszerrel elvégzett feldolgozási eredményeit bemu-

tató 4.2.1.1. részben leírtak alalpján, megfogalmazódhatott az olvasóban a f intervallum-

hossz változtatásának lehetősége. A mintavételi törvényből, erre a konkrét esetre adódó, 

f=1/(2T)=1/(21s)=0,5 Hz értéktől csupán az intervallumhossz növelésének irányába térhe-

tünk el, amit először a zajmentes jel, majd a Gauss zajos jel esetében próbáltam ki. 

 

 

F.1.1. A zajmentes jel esete 

 

 A felmerült kérdés tisztázása érdekében megduplázva az intervallumhosszat, f=1 Hz 

beállítása és a M intervallumszám változtatása mellett is feldolgoztam a zajmentes jelet. Az 

intervallumhossz növelése különböző hatást fejtett ki a C-LSQ-FT-vel kapott spektrumra és a 

belőle számított időfüggvényre vonatkozóan. A 9. táblázat mutatja be a számított spektrumot 
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minősítő spektrumtávolság értékének változását, a M intervallumszám fokozatos csökkentése 

mellett.  

 

intervallum- 
szám (M) 

frekvenciasáv 
határa fmax 

kondíciószám 
(K) 

spektrumtávolság 
Df

(C-LSQ-FT) 

191 95 Hz 1,23 1,1610-4 

161 80 Hz 1,23 1,2610-4 

121 60 Hz 1,23 1,510-4 

81 40 Hz 1,23 1,7810-4 

41 20 Hz 1,23 9,4810-4 

 

9. táblázat: A spektrumtávolság értékek változása a M intervallumszám függvényében, zaj-

mentes jel és f=1 Hz intervallumhossz esetén 

 

 A 6. és a 9. táblázat adatait együttesen elemezve megfigyelhető, hogy az f interval-

lumhossz növelése, lecsökkentette a megegyező fmax frekvenciasáv határok esetében a M in-

tervallumszám és a K kondíciószám értékeit. A ∆f intervallumhossz növelésével a spektrum-

távolságok nagyjából a felére csökkentek, ami egyértelmű javulást jelent a spektrumközelítés 

minőségében. Hátrányaként jelentkezik a spektrum durvább felbontásban történő előállítása, 

ami azonban egyszerű lineáris interpolációval kezelhető probléma. 

 A nagyobb (kétszeres) ∆f intervallumhossz a C-LSQ-FT módszerrel kapott spektrum 

alapján számított időfüggvényre olyan hatást fejtett ki, mintha felére csökkent volna a 2T=2s 

hosszúságú regisztrálási idő. Emiatt az eredeti 2T regisztrálási tartomány első és utolsó ne-

gyedében megjelent a fele időtartamra csonkított időfüggvény ismétlése (két részre bontva, a 

részek felcserélt sorrendjében), a szinusz kardinálisz függvénycsillapító hatásának érvényesü-

lése mellett. A jelenséget szemléltető 63. ábra grafikonjának két végét képzeletben összeil-

lesztve olyan hengert kapunk, melynek palástján jelenik meg az időfüggvény alakjának ismét-

lődése a szinusz kardinálisz függvény időtől függő csillapító hatása mellett.  

 Az intervallumhossz durvításának köszönhető regisztrációs idő csökkenés megfelel a 

mintavételi tételben foglaltaknak. A csökkent amplitúdóval jelentkező ismétlődés azonban az 

inverziós feladatmegoldásnak köszönhető. A bemutatott jelenség miatt, a C-LSQ-FT spekt-

rum alapján számított időfüggvény és a zajmentes időfüggvény közötti eltérés minősítésének 

a teljes regisztrálási tartományon nincs értelme. Ennek megfelelően az adattávolság számítá-

sától eltekintettem. 



 - 96 - 

-1 -0.5 0 0.5 1
t [s]

-1

0

1

x(C
-L

S
Q

-F
T)

 
63. ábra: Az intervallumhossz növelésének (∆f=1 Hz) hatása a C-LSQ-FT-vel kapott spekt-

rum alapján számított időfüggvényre, M=191 intervallumszám (fmax=95 Hz) és zajmentes jel 

esetében 

 
 A ∆f intervallumhossz további növelése természetesen egy bizonyos határon túl már a 

számított spektrumra nézve is hátrányos, hiszen túlságosan elkeni a frekvenciatartománybeli 

változásokat. Ezt a következtetést támasztja alá a f=2 Hz felbontás és M=96 intervallum-

szám (fmax=95 Hz) megválasztása mellett kapott spektrum Df
(C-LSQ-FT)=0,002 spektrumtávol-

ság érték, ami a 9. táblázat azonos fmax frekvenciasáv határához képest két nagyságrendnyi 

romlást tükröz. 

 
 

F.1.2. A Gauss zajjal terhelt jel esete 

 
 Ezután megvizsgáltam az intervallumhossz kétszeresre növelésének (∆f=1 Hz) hatását 

a Gauss zajos jel (4. ábra) esetében is. A 10. táblázatba foglalt eredmények alapján nem lehet 

egyértelmű összefüggést felfedezni a M intervallumszám és a spektrumtávolság értékek válto-

zása között. A spektrumtávolság értékek csak nagyon kicsit változnak, ám mindegyik esetben 

valamivel jobbak, mint a DFT-vel számított spektrumra vonatkozó Df,(z1)
(DFT)=0,01032 érték.  

 
intervallum- 

szám (M) 
frekvenciasáv 

határa fmax 

kondíciószám 
(K) 

spektrumtávolság 
Df

(C-LSQ-FT) 

191 95 Hz 1,23 0,00784 
161 80 Hz 1,23 0,00807 
121 60 Hz 1,23 0,0084 
81 40 Hz 1,23 0,00789 

41 20 Hz 1,23 0,0083 
 

10. táblázat: A spektrumtávolság változása az intervallumszám függvényében, Gauss zajos jel 

és f=1 Hz intervallumhossz esetén 
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 Ez a gyenge javulás arra ösztönzött, hogy még nagyobb intervallumhossz (∆f=2 Hz) 

alkalmazása esetében is megvizsgáljam a C-LSQ-FT működését a Gauss zajos jelen, A 11. 

táblázatba foglalt eredmények közül figyelemreméltó az fmax=95 Hz frekvenciasáv határhoz 

tartozó Df,(z1)
(C-LSQ-FT)=0,00573 spektrumtávolság érték, ami már majdnem kétszeres javulást 

jelent a DFT-vel számított spektrumhoz képest.  

 A táblázat adatainak megfigyelése alapján ennél az intervallumhossznál egyértelmű 

összefüggést vehetünk észre a M intervallumszám és a spektrumtávolság között. A kedvezőbb 

eredmények a nagyobb intervallumszámoknál jelentkeznek. 

 

intervallum- 
szám (M) 

frekvenciasáv 
határa fmax 

kondíciószám 
(K) 

spektrumtávolság 
Df

(C-LSQ-FT) 

96 95 Hz 1,11 0,00573 
81 80 Hz 1,11 0,00627 
61 60 Hz 1,11 0,00687 
41 40 Hz 1,11 0,0072 

21 20 Hz 1,11 0,00818 
 

11. táblázat: A spektrumtávolság változása az intervallumszám függvényében, Gauss zajos jel 

és f=2 Hz intervallumhossz esetén 

 

 Az intervallumhossz további növelése azonban már nem javította, hanem rontotta a 

spektrumtávolság értékeket. Ebből arra következtettem, hogy a számított spektrumban zaj-

csökkenést eredményező ∆f intervallumhossz méretet a jel spektrumában rejlő determiniszti-

kus változásokhoz igazítva kell megválasztani. A túl nagy intervallumhossz a zajon kívül már 

a spektrális információtartalmat is elkeni, a túl kicsi intervallumhossz viszont még a zaj hatá-

sát is jelentős mértékben átengedi. 

 

 

F.2. A C-IRLS-FT módszer vizsgálata az intervallumhossz változtatása mellett 

 

 A kiugró értékeket produkáló zajjal terhelt x(z2) jelre vonatkozó, 4.3.1. fejezetben be-

mutatott vizsgálatot az intervallumhossz f=1 Hz-re növelése mellett is elvégeztem, melynek 

eredményeit a 12. táblázatban foglaltam össze. 
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intervallum- 
szám (M) 

frekvenciasáv 
határa fmax 

spektrum- távol-
ság 

Df,(z2)
(C-IRLS-FT) 

191 95 Hz 0,055 
161 80 Hz 0,03244 
121 60 Hz 0,01005 

81 40 Hz 0,01069 
41 20 Hz 0,02466 

 

12. táblázat: A C-IRLS-FT módszerrel kapott eredmények minősítése, a kiugró értékeket pro-

dukáló zajjal terhelt x(z2) jel és ∆f=1 Hz-es intervallumhossz alkalmazása esetén 

 

Az M=121 intervallumszámnál jelentkező legkedvezőbb spektrumtávolság értéke a f=0,5 

Hz-es intervallumhossznál kapott legjobbhoz képest (M=161, Df,(z2)
(C-IRLS-FT)=0,01523, ld. 8. 

táblázat) tovább javult. Ennek eredményeképpen a DFT-hez tartozó Df,(z2)
(DFT)=0,06223 spekt-

rumtávolsághoz képest, több mint hatszoros csökkenés jelentkezett. Az intervallumhossz nö-

velése tehát a jel determinisztikus részének tulajdonságaitól függő határokon belül előnyt je-

lenthet a számított spektrumra nézve. Számolni kell azonban azzal a következménnyel, hogy a 

C-IRLS-FT spektrum alapján származtatható időfüggvény figyelembe vehető tartománya, a 

∆f megnövelése mérkének megfelelően leszűkül (jelen esetben felére).  

 A 64. ábra mutatja be a C-IRLS-FT-vel kapott legkedvezőbb spektrumot, amin a fel-

dolgozás után visszamaradt zaj tekintetében kismértékű javulás tapasztalható, a rövidebb in-

tervallumhossz (∆f=0,5 Hz) melletti legjobb eredményt megjelenítő 57. ábra spektrumához 

viszonyítva. 

 Az intervallumhossz növelésének hatását megvizsgáltam a Cauchy eloszlású zajjal 

terhelt x(z3) jellel kapcsolatban is. Az intervallumhosszt f=1 Hz-re növelve és megtartva az 

fmax=40 Hz frekvenciasáv határt, a spektrumtávolság tovább javult a 4.3.1.1. részben tárgyalt 

f=0,5 Hz-es intervallumhossz esetéhez képest (Dt,(z3)
(C-IRLS-FT)=0,05572). A C-IRLS-FT-vel 

számított spektrumra kapott Df,(z3)
(C-IRLS-FT)=0,006647 érték a DFT spektrum 

Df,(z3)
(DFT)=0,045829 spektrumtávolságához képest majdnem hétszeres csökkenést jelent. A 

nagyobb intervallumhosszal kapott spektrum 65. ábrán látható képét összevetve a 59. ábra 

kisebb intervallumhosszal kapott spektrumával, a javulás azonnal észrevehető. 



 - 99 - 

-60 -40 -20 0 20 40 60
f [Hz]

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

va
ló

sX
(z

2)
(C

-IR
LS

-F
T)

-60 -40 -20 0 20 40 60
f [Hz]

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

ké
pz

et
es

X (
z2

)(C
-IR

LS
-F

T)

 
 

64. ábra: A kiugró értékeket produkáló zajjal terhelt x(z2) jel C-IRLS-FT-vel számított frek-

venciaspektruma, M=121intervallumszám és ∆f=1 Hz intervallumhossz alkalmazása mellett 
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65. ábra: A Cauchy eloszlású zajjal terhelt x(z3) jel C-IRLS-FT-vel számított frekvenciaspekt-

ruma, M=81 intervallumszám és ∆f=1 Hz intervallumhossz alkalmazása esetén 
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F.3. A C-IRLS-FT statisztikai vizsgálata 

 
 A C-IRLS-FT statisztikai vizsgálata érdekében, a 3.4.7.3. részben ismertetett  

statisztikai vizsgálatnál már felhasznált, és a 3.3.1. részben leírt módon generált zaj alapján 

létrehozott 10 zajos adatsort használtam fel. A bemenő adatsoroknak a zajmentes időfügg-

vényhez viszonyított eltérését jellemző adattávolságok átlaga Dt,,átlag
(INPUT)=0,63166, az átlag-

hoz viszonyított relatív szórás pedig St,,rel.
(INPUT)=0,08892 volt. A ∆f=0,5 Hz-es intervallum-

hossz rögzítése és különböző intervallumszámok alkalmazása mellett kapott eredményeket 

minősítő mennyiségek értékeit a 13. táblázatban foglaltam össze. Az intervallumszámok vál-

tozásának köszönhetően eltérő fmax frekvenciasáv határok esetében kismértékű változások 

jelentkeztek a zajos adatsorokon számított DFT spektrumok spektrumtávolság átlagaiban és 

relatív szórásaiban. A pontos kiértékelés lehetővé tétele érdekében ezeket az értékeket is fel-

tüntettem a táblázatban. 

 
C-IRLS-FT adat-

távolság 
C-IRLS-FT  
spektrum- 
távolság 

DFT  
spektrum- 
távolság 

intervallum- 
szám 

M 

frekvenciasáv 
határa 

fmax átlag relatív 
szórás 

átlag relatív 
szórás 

átlag relatív 
szórás 

381 95 Hz 0,7574 0,1475 0,09059 0,1554 0,06336 0,08839 
321 80 Hz 0,5353 0,1547 0,07019 0,1632 0,06329 0,09104 
241 60 HZ 0,2256 0,2709 0,03384 0,31904 0,06286 0,07523 
161 40 Hz 0,1053 0,1947 0,01961 0,22507 0,06265 0,08608 
81 20 Hz 0,1645 0,0927 0,02683 0,1674 0,06251 0,08324 

 

13. ábra: A C-IRLS-FT módszer statisztikai vizsgálatával kapott eredmények, a kiugró érté-

keket produkáló zajeloszlás és ∆f=0,5 Hz intervallumhossz alkalmazása esetén 

 

 Az egyetlen zajos jelen végzett vizsgálat 8. táblázatbeli eredményeivel összhangban, a 

M=161 (fmax=40 Hz) intervallumszám szolgáltatta a legjobb adattávolság és spektrumtávolság 

átlagokat. Ha ennél a beállításnál figyelembe vesszük az (átlagokhoz viszonyított) relatív szó-

rásokat, akkor az adattávolságban legalább ötszörös, a spektrumtávolság tekintetében pedig 

legalább 2,5-szörös javulás várható el a C-IRLS-FT-től az adott zajeloszlásra vonatkozóan. 

 A statisztikai vizsgálatot elvégeztem a nagyobb intervallumhossz (∆f=1 Hz) beállítása 

mellett is, melynek eredményeit a 14. táblázat mutatja be. 
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C-IRLS-FT  
spektrumtávolság 

DFT  
spektrumtávolság 

intervallum- 
szám 

M 

frekvenciasáv 
határ 
fmax átlag relatív szórás átlag relatív szórás 

191 95 Hz 0,04949 0,21130 0,06239 0,09999 
161 80 Hz 0,02569 0,37182 0,06258 0,10240 
121 60 HZ 0,01454 0,22815 0,06223 0,09172 
81 40 Hz 0,01152 0,25711 0,06297 0,11581 
41 20 Hz 0,02175 0,25210 0,06101 0,10752 

 
14. táblázat: A C-IRLS-FT módszer statisztikai vizsgálatával kapott eredmények, a kiugró 

értékeket produkáló zajeloszlás és ∆f=1 Hz intervallumhossz alkalmazása esetén 

 

Az optimum ugyanannál az fmax =40 Hz-es sávhatárnál jelentkezett, mint ami a kisebb 

intervalum hossznál biztosította a legjobb spektrumtávolság átlagot. Ez az eredmény a relatív 

szórást is figyelembe véve legalább négyszeres javulást valószínűsít a DFT-vel számított 

spektrumok spektrumtávolságainak átlagához képest.  

 A statisztikai vizsgálatot kiterjesztettem az S=0,04 skálázó tényezőjű Cauchy eloszlás-

ra is. A H-IRLS-FT tesztelésénél (3.4.7.3. rész) már felhasznált 10 zajos adatsort használtam 

fel. A bemeneti adatsorokban jelenlévő zaj hatását minősítő átlagos adattávolság 

Dt,átlag
(INPUT)=0,6920 volt, a hozzá kapcsolódó relatív szórás pedig St,rel.

(INPUT)=0,6223 értéket 

vett fel. A kisebb, ∆f=0,5 Hz intervallumhossz alkalmazásával kapott eredmények jóságát 

minősítő mennyiségeket a 15. táblázatban foglaltam össze. A különböző M intervallumszá-

moknak az eredményekre kifejtett hatása, összhangban áll az előző zajeloszlás esetében mu-

tatkozóval. Az intervallumszám csökkenése egy bizonyos pontig javítja az eredményt, a túl 

rövid intervallumhossz spektrális információt túlzott mértékben figyelmen kívül hagyó tulaj-

donsága, azonban az optimumon túl már egyre kedvezőtlenebb eredményhez vezet. Az előző 

vizsgálatokhoz hasonlóan az fmax=40 Hz frekvenciasáv határ mellett jelentkezett a legjobb 

adattávolság és spektrumtávolság átlag. A relatív szórásokat is figyelembe véve, időtarto-

mányban legalább 4,4-szeres, frekvenciatartományban pedig 2,8-szoros javulásra lehet számí-

tani a vizsgált zajeloszlás esetén. 
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C-IRLS-FT  
adattávolság 

C-IRLS-FT  
spektrumtávolság 

DFT  
spektrumtávolság intervallum- 

szám 
M 

frekvencia-
sáv 

határa 
fmax 

átlag relatív 
szórás 

átlag relatív 
szórás 

átlag relatív 
szórás 

381 95 Hz 0,8176 0,6580 0,10820 0,72850 0,06963 0,62392 
321 80 Hz 0,3772 0,5839 0,05195 0,71080 0,06942 0,62294 
241 60 HZ 0,1632 0,3610 0,02440 0,34050 0,06886 0,61949 
161 40 Hz 0,0894 0,5525 0,01602 0,5160 0,06969 0,62286 
81 20 Hz 0,1616 0,1832 0,02472 0,35679 0,06903 0,62067 

 

15. táblázat: A C-IRLS-FT módszer statisztikai vizsgálatával kapott eredmények, Cauchy 

zajeloszlás és ∆f=0,5 Hz intervallumhossz alkalmazása esetén 

 

 A Cauchy eloszlású zaj alkalmazása esetében is előnyösnek bizonyult az intervallum-

hossz ∆f=1 Hz-re növelése, amint az a 16. táblázat adatai alapján látható. A 14. táblázat adata-

ival összevetve, mindegyik fmax sávhatár érték mellett jobb spektrumtávolság eredmények 

születtek a kisebb intervallumhossznál tapasztaltakhoz viszonyítva. Itt is az fmax=40 Hz-es 

frekvenciasáv határ mellett kaptam a legjobb eredményt, ami alapján legkevesebb 6,6-szoros 

javulást remélhetünk a C-IRLS-FT-től a spektrumtávolság tekintetében. 

 

C-IRLS-FT  
spektrumtávolság 

DFT  
spektrumtávolság 

intervallum- 
szám 

M 

frekvenciasáv 
határa 

fmax átlag relatív szórás átlag relatív szórás 
191 95 Hz 0,02654 0,40203 0,07017 0,62777 
161 80 Hz 0,01595 0,50675 0,07004 0,62888 
121 60 HZ 0,01067 0,31835 0,06885 0,63152 
81 40 Hz 0,00757 0,38601 0,06945 0,62764 
41 20 Hz 0,02081 0,26250 0,06946 0,60368 

 

16. ábra: A C-IRLS-FT módszer statisztikai vizsgálatával kapott eredmények, Cauchy zajel-

oszlás és ∆f=1 Hz intervallumhossz alkalmazása esetén 

 

 A fentiekben bemutatott statisztikai vizsgálatok megerősítették az egyedi adatsorokon 

végrehajtott vizsgálatok eredményeit. A C-IRLS-FT kiugró zajértékekkel terhelt adatsorok és 

Gauss-tól eltérő zajeloszlás esetében jelentős mértékű rezisztenciát képes biztosítani a spekt-

rumszámítás területén.  
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