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Abstract

In these days the discrete Fourier-transform (DFT) can be considered as a traditional
tool in the field of processing time domain datasets. The DFT and its variant applied in
practice widely, the Fast Fourier-transform (FFT), are able to provide the spectrum of an input
dataset with great accuracy in case of appropriately chosen sample rate and recording length.
However there is a problem with the DFT. Namely, it responds very sensitively to emerging
of any little noise in the input dataset and the spectrum obtained as the output becomes noisy
as well. In practise this problem is generally tried to treat by using noise filtering techniques
before and/or after computing the spectrum.

In my dissertation I have searched the solution of the mentioned problem by the
recondition of the spectrum computation procedure itself. The theory of series expansion
inversion as a principle was elaborated previously by the researchers of the Department of
Geophysics of the Miskolc University. By using the formulas of the continuous Fourier-
transform and its inverse pair as starting-points, I have managed to convert the spectrum
computation into the solution of an over determined inverse problem. This new conception
that has been named INVERSION FOURIER-TRANSFOM (I-FT) is built on assuming the spectrum
to be determined in the form of a series expansion. While the set of basis functions can be
fixed by us, the unknown parameters of the problem will be the expansion coefficients.
Actually, in this manner we discretize the continuous spectrum by the introduction of
expansion coefficients. The main advantage of this approach is that a linear relationship exists
between the vector space of the unknown parameters and the vector space of the measured
time domain data. The actual form of this relationship is basically determined by the elements
of the set of basis functions used for the finite series expansion. Providing the surplus of the
measured data in comparison to the number of the unknown parameters, the optimal values of
these latter can be obtained by soluting an over-determined linear inverse problem. The
mathematical tools that can be applied to the solution of the inverse problem provide the
resistance against the noise contaminating the measured data due to their optimum criterions
expressed in objective functions.

By choosing the appropriate ones from these tools, I have introduced two new
methods based on the conception of INVERSION FOURIER-TRANSFORM (I-FT). The LEAST
SQUARES FOURIER-TRANSFORM (LSQ-FT) provides resistance against noises following

Gaussian distribution. In case of distributions that are quite different from the Gaussian and



produce outliers (e.g. Cauchy distribution), the ITERATIVELY REWEIGHTED LEAST SQUARES
FOURIER-TRANSFORM (IRLS-FT) based on minimizing the weighted norm defined by Cauchy
weights offers a solution for the problem of spectrum estimation.

By choosing three different sets of basis functions for the discretization of the
spectrum, | have developed three variants of each method (that is six variants overall) that I
have implemented in the form of computer programs. The spectrum discretization based on
the system of Hermit functions can be applied to spectrum estimations only in case of finite
energy and approximately band limited, deterministic signals contaminated by random noises.
The variant of the LEAST SQUARE FOURIER-TRANSFORM method that uses the spectrum
discretization basing on the SYSTEM OF HERMIT FUNCTIONS, the H-LSQ-FT, has proved its
efficient noise reduction capability with respect to both the estimated spectrum and the time
domain pair of it. For the signal contaminated by noises following distributions producing
outliers, the ITERATIVELY REWEIGHTED LEAST SQUARE FOURIER-TRANSFORM method with
the spectrum discretization basing on the SYSTEM OF HERMIT FUNCTIONS (H-IRLS-FT) has
provided excellent results in the field of noise reduction. The reliability of the results has been
confirmed by statistical examinations for each procedure.

Another possible way of spectrum discretization has been realized by using the SET OF
INTERVALWISE CONSTANT FUNCTIONS for the series expansion. The LEAST SQUARE FOURIER-
TRANSFORM with the spectrum discretization basing on this set of basis functions, the C-LSQ-
FT, has yielded results that are very similar to those of the DFT algorithm. However, the other
variant that combines the ITERATIVELY REWEIGHTED LEAST SQUARE FOURIER-TRANSFORM
method with the spectrum discretization basing on the SET OF INTERVALWISE CONSTANT
FUNCTIONS, the C-IRLS-FT, has spectacularly freed the tested signal from the influence of
outliers.

I have based the last solution for the spectrum discretization introduced in my
dissertation on the set of Dirac-delta functions. By this choice, the spectrum to be determined
has been discretized with respect to not only the expansion coefficients but the values of
frequency taken into account. In this manner, I have got back to the approach of the DFT by
following an independent way of it. The results of the completed examinations have proved
that the LEAST SQUARE FOURIER-TRANSFORM with the spectrum discretization basing on the
SET OF DIRAC-DELTA FUNCTIONS, the D-LSQ-FT, provides completely the same spectrum as
the DFT in that limit case when the number of unknown parameters and the number of
measured data are equal. Actually, I have found the link between the conception of the

INVERSION FOURIER-TRANSFORM (I-FT) introduced by me and the traditional spectrum



computation method, the DFT. On the other hand, the ITERATIVELY REWEIGHTED LEAST
SQUARES FOURIER-TRANSFORM with the spectrum discretization basing on the SET OF DIRAC-
DELTA FUNCTIONS, the D-IRLS-FT, has behaved differently from the DFT that has been
shown by removing the influence of the outliers in the estimated spectrum and its time

domain pair.



Bevezetés

A geofizikai mérési adatokban foglalt informaci6 kiolvasésa rendszerint hossz miive-
letsor végén valik lehetdvé. E folyamatban az adatfeldolgozas jelenti a kezdetet, melynek esz-
koztaraban kiemelten fontos szerepet jatszik a Fourier-transzformacid. Idében (vagy térben)
valtozo jelenségek vizsgalatdra a miszaki- és természettudomanyok teriiletén igen hasznos
eszkoznek bizonyult a Fourier analizis, melynek segitségével az iddtartomanyban mért jelet
frekvenciatartomanybeli (spektralis) viselkedése alapjan is megvizsgalhatjuk. A frekvencia-
spektrum, tovabbiakban csak spektrum, eldallitasa egzakt matematikai formuldkon, ill. azok-
bol levezethetd, kiilonbozo feladatokra kidolgozott algoritmusokon alapul, igy széles korben
alkalmazott eszk6z a diszkrét idésorok Fourier analizisében a diszkrét Fourier-transzformacio
(DFT), 1ill. annak szamitégépi kornyezetre specializalt valtozata, a gyors Fourier-
transzformacidé (FFT). A Fourier-transzformaci6 inverze is fontos szerepet jatszik az adatfel-
dolgozasban, melynek segitségével a Fourier-transzformalt ismeretében allithatjuk el6 a vizs-
galt jel id6tartomanybeli reprezentaciojat (egzakt algoritmusokkal egzakt modon).

A mérési adatok mindig zajjal terheltek, igy a feldolgozas, ill. értelmezés modszereit
abbdl a szempontbol is vizsgalnunk kell, hogy azok milyen mértékben zajérzékenyek. A
Fourier-transzformécio lineéris leképezés, diszkrét variansaiban (DFT, FFT) pedig a spektru-
mot (4ltaldban) inhomogén linearis algebrai egyenletrendszer megoldasaként allithatjuk eld.
Erthetd tehat, hogy az idStartomanyban jelentkez6 zajt a linearis transzformacioval leképez-
ziik a frekvencia tartomanyba, emiatt a Fourier-transzformaci6 zajérzékeny eljaras. Egy ha-
sonlattal élve, a Fourier analizis jelen gyakorlata annak a nem létez6 DC geoelektromos kuta-
tasi felfogasnak felelne meg, amelyben pl. egy haromréteges foldtani szerkezetet kutatva az 6t
ismeretlen modellparaméter meghatarozasara 6t adatot mérnénk meg, ¢és ezek alapjan olda-
nank meg az inverz feladatot. Az ilyen modon kitliz6tt feladat egyértelmii — 6t adat 6t ismeret-
len — egyenletrendszert jelent. (A modellparaméterek eldallitidsa felel meg a Fourier-
transzformacionak.) A megoldds ismeretében a direkt feladat megoldasaként, az 6t (zajjal
terhelt) mérési adat allna elé (ez felel meg az inverz Fourier-transzformacionak). A DC
geoelektromos (€s altalaban a geofizikai) inverzid gyakorlata ezen a végletesen leegyszerisi-
tett, ¢s megbizhatatlan eredményekhez vezetd felfogadson azonban tullép.

A mérési adatokban hordozott véletlen zaj ellen hatdsosan védekezhetiink a mérési
adatok szamanak novelésével. A geofizikai inverzid szdmos hatékony eljarast kinal az n.

talhatarozott inverz feladat megoldasara tigy, hogy akar kiugréan zajos adatrendszerek is si-



kerrel feldolgozhatok. Mindezek ismeretében adddik a gondolat, hogy a Fourier-
transzformdciora az inverzid eszkoztaranak felhasznalasadval keressiink megoldast, ezaltal
csokkentve annak zajérzékenységét. A jelen PhD doktori értekezésben erre a gondolatmenetre
épitve altalam kidolgozott eljardsokat mutatok be.

A bemutatando eljarasokat, egy a Miskolci Egyetem Geofizikai Tanszékén évtizedek
ota kovetett kutatasi iranyhoz igazodva, és az elért eredményekre tamaszkodva dolgoztam ki.
A kutatasi irdny lényege, hogy a kutatandé modell (pl. foldtani szerkezet) valamilyen folyto-
nos valtozotol (pl. hely, frekvencia, lecsengési id6 stb.) fliggd modellparaméterét alkalmasan
valasztott bazisfliggvények szerinti sorfejtés formajaban diszkretizaljuk, és a sorfejtési
egyltthatokra fogalmazunk meg (rendszerint) tulhatarozott inverz feladatot. Ezt az eljarést
hullamvezetd szerkezetek diszperzids jellemzdinek inverzidjaban (Dobrdoka, 1997) dolgozta
ki. Lateralisan valtozo foldtani szerkezeteken mért adatok egyiittes inverziojara (Gyulai, Or-
mos 1999) dolgozott ki 1.5D inverzids eljarast, amelyben az 1D eléremodellezésre alapozott
inverzid a szinusz ¢s koszinusz fliggvényeket bazisfliggvényként hasznald sorfejtés egyiittha-
tora nyert megfogalmazast. Ennek altalanositasaval - a sorfejtés lokalis alkalmazasa helyére
integral-kozepet allitva- épitett fel inverzids eljarast PhD doktori értekezésében (Kis 1998)
melynek eredményeit a J. of Applied Geophysics-ben is publikalta (Kis, 2002). A mélység-
pontonkénti inverzids eljards hianyossagaibdl eredd problémak megoldasara (Szabd 2004)
PhD értekezésében egy 1 inverzios értelmezési eljarast vezetett be, az Gn. intervallum inver-
z16s modszert. Ennek keretében egy nagyobb mélységintervallum adatrendszerét egyetlen
inverzios eljarasba integralva, nagymértékben tulhatarozott inverz problémat definialt, amely-
nek ismeretlenjei az intervallumon folytonos fiiggvényekként értelmezett petrofizikai jellem-
z0k Legendre fliggvények (ill. intervallumon konstans fliggvények) szerinti sorfejtésének
egyltthatoi voltak. Az indukalt polarizacios adatok feldolgozésara (Turai 1981) vezette be az
un. TAU transzformacié fogalmat. A TAU-transzformalt meghatarozasara egzakt matemati-
kai megoldast (Dobroka, Turai, Vass 2006) adott, amikor is a sorfejtéses inverzios eljaras
csalad keretében az iddtartomanybeli IP adatsor iddallandd spektrumat sorfejtéssel
diszkretizalta, és a sorfejtési egyiitthatokra fogalmazott meg tulhatarozott inverz feladatot.
Eo6tvos inga mérések eredményei, fliggdvonal-elhajlas értékek és digitalis terepmodell adatok
egylittes felhasznalasaval (Dobréoka, Volgyesi 2009) a gravitacios potencialtér rekonstrukcio-
jara vezettek be inverzios eljarast, amelyet a Legendre-fliggvényekkel diszkretizalt potencial
sorfejtési egyiitthatdira fogalmaztak meg. Legutobb (Gyulai, Ormos, Dobroka 2010) a 1.5D
inverzid modszerét a sorfejtéses inverzid gondolatkdrében altalanositotta 2D (€s 3D) szerke-

zetek inverzios vizsgalatara alkalmas médon.

.



1. A Fourier-transzformacio

A Fourier analizis a matematikdnak egy olyan teriilete, amely a Fourier-sorfejtés tanul-
manyozasabol fejlodott ki, és mara egy nagyon kiterjedt, sokoldalt alkalmazést biztosito is-
meretanyag all mogotte. A nevét Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) francia matemati-
kusrdl és fizikusrol kapta, aki 1822-ben adta kozre ,,Théorie analytique de la chaleur” cimi
munkdjat, melyben kifejtette a hdvezetésrdl alkotott elméletét. Ebben a miivében azt allitotta,
hogy egy fliggetlen valtozo barmely fliggvénye, a valtozd egészszamu tobbszordsel szinusz
fliggvényeinek végtelen sordba fejthetd. Noha ez az allitdsa nem bizonyult minden fliggvény-
re vonatkozoan igaznak, annak felismerése, hogy bizonyos folytonos és nem folytonos fligg-
vények eldallithatok trigonometrikus fliiggvények végtelen soraval, attord jelentdségiinek bi-
zonyult a tudomany és a technika szamos teriiletén. Nem sokkal késébb, 1829-ben irt kor-
szakalkot6 dolozataban Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) adott meg olyan
feltételeket valos értékli periodikus fliggvényekre vonatkozoan, amelyek teljesiilése elegendd
ahhoz, hogy a fliggvény megegyezzen Fourier-soranak dsszegével azokban a pontokban, ahol

az folytonos.

1.1. A Fourier-sorfejtés

A Fourier-sorfejtés szorosan kapcsolddik az ortogonalis fiiggvényrendszerek témakor-
¢hez, mivel bazisfliggvény-rendszere, a trigonometrikus rendszer, végtelen tagbodl 4llo teljes
ortogonalis rendszert képez barmely 27 hosszusagu intervallumon. Ennek jelentdsége abban
mutatkozik meg, hogy barmely 27 hossziisagl intervallumon értelmezett négyzetesen integ-
ralhato, vagy 2 szerint periodikus, €s a periddusan négyzetesen integralhatéd fliggvény eléal-
lithato a trigonometrikus rendszert képezd fliggvények egyiitthatdkkal sulyozott 6sszegeként.
A Fourier-sorfejtés kiterjeszthetd tetszéleges, am véges hosszasagu intervallumra, és az
Euler-féle képlet (Gaspar, Szarka 1969) alkalmazasaval eldallithatdo a Fourier-sor komplex

alakja (Korn, Korn 1961).

2r

x()=3¢ ", (1)

melyben x(7) a ¢ fiiggetlen valtoz6 (id6) T intervallumon értelmezett, vagy 7 peridodusu valds

valtozos fliggvénye, amely abszolut integralhato a T intervallumon, Cy a Tx=T/2rk) periodu-

_3-



su komplex exponencialis bazisfiiggvényhez tartozo sorfejtési egylitthatd (Fourier-
egyltthato), a kitevOben szerepld j =+/—1 pedig a képzetes egységet szimbolizalja. A sorfej-

tési egylitthatok szamitdsara vonatkozoan a kovetkezd 0sszefliggés irhato fel

to+T _]7;;1“
Co= | x)-e T dt, 2)

ty
melyben 7y az értelmezési tartomany, ill. periodikus fliggvények esetén a figyelembe vett pe-
riodus kezdetét jelenti.

A geofizikai adatfeldolgozas szempontjabol, a Fourier-sorba fejtendé x(¢) fiiggvény
valamilyen 1d6t6l, vagy tavolsagtol fliggd jelenség reprezentacidjaként értelmezhetd. A to-
vabbiakban tekintsiik a 7 valtozét az idonek. Ekkor a Cj egylitthatok megadjak, hogy a kiilon-
boz6 Ty periodusidejt, ill. az f;=1/T} frekvencidju bazisfiiggvények milyen mértékben vesz-
nek részt a vizsgalt x(¢) idéfliggvény kialakitasaban. Természetesen a tavolsagtol fliggd meny-
nyiségek esetében is érvényesek a Fourier analizis Osszefliggései, az eltérés csak a valtozok
elnevezésében tiikrozodik.

A trigonometrikus rendszerrél komplex exponencialis rendszerre torténd attérés ered-
szetevOk megjelenését eredményezi az idétartomanybeli fliggvény felbontasakor. A Ci és a C.
r komplex egylitthatok azonban egymas konjugéltjai, igy az egyik ismeretében a masik is
megadhato. Fizikai értelme természetesen csak a zérus és a pozitiv értéket felvevo frekvenci-
anak van. A negativ frekvencia megjelenése csak a komplex alakra torténd atalakitas eredmeé-
nye, aminek foként szamitastechnikai eldnye van.

A Fourier-sorfejtés jelentdsége a jelek vizsgdlata szempontjabol abban nyilvanul meg,
hogy alkalmazésaval a jel viselkedését két kiilonbozd tartomanyban tanulmanyozhatjuk. Az
iddtartomanybol valod attérést a frekvenciatartomanyba a komplex sorfejtési egyiitthatok (2)
szerinti eldallitasa jelenti. A jel frekvenciatartomdnybeli képét, a spektrumot, a C; komplex
sorfejtési egyiitthatok értékei irjak le, az egész értékeket felvevd k indexhez tartozé fi=(27k)/T
diszkrét frekvenciapontok fliggvényében. Ennek megfelelden a Fourier-sorba fejthetdség fel-
tételeinek eleget tevd idofliggvények spektrumait valos valtozds komplex értékii fliggvények
formajaban irhatjuk le,. Ezt a diszkrét frekvenciaspektrumot két részre lehet bontani az abra-
zolhatosadg megoldasa érdekében. Egyrészt lehetdség van a valos €s a képzetes 0sszetevok
elkiilonitésére, masrészt képezhetd az egyiitthatok |Cy] abszolatértékeit bemutatod

amplitadospektrum, €s az egylitthatok arc(Cy) arkuszait szemléltetd fazisspektrum.



A frekvenciatartomanybdl vald visszatérést az id6tartomdnyba az (1) Osszefliggés alapjan
lehet végrehajtani a diszkrét frekvenciaspektrum ismeretében, és a komplex exponencidlis
bazisfliggvény-rendszer felhasznalasaval.

A teljes ortogonalis normalt fliggvényrendszerekre altalanosan érvényes Parseval-tétel
az alabbi Osszefliggéssel irhato fel a Fourier-sorfejtés bazisfiiggvény-rendszerére vonatkozdan

(Korn, Korn 1961)
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Ennek fizikai jelentéstartalma a kdvetkezoképpen fogalmazhatdo meg. Az idStartomanyban T
intervallumon értelmezett, vagy T periddussal bird jelnek a T intervallumra vonatkoz6 4tlag-
teljesitménye (négyzetes kozépértéke) kiszdmithato a diszkrét amplitidospektrum négyzetdsz-

szegével.

1.2. A folytonos Fourier-transzformacioé (FT)

A Fourier-sorfejtés koncepcioja kiterjeszthetd olyan elméleti esetre, amikor a nem pe-
riodikus fliiggvény T értelmezési tartomanya mindkét irdnyban végtelenre nd, vagy ami ezzel
teljesen egyenértékii, a periodikus fliggvény periddusa végtelenre novekszik. Ennek a hatar-
atmenetnek az elvégzése révén juthatunk el a Fourier-sorfejtést6l a Fourier analizis egyik leg-
gyakrabban alkalmazott matematikai eszkozéhez, a folytonos Fourier-transzformacidhoz,
vagy a jelzOt elhagyva egyszeriien csak, a Fourier-transzformaciohoz.

A Fourier-transzformacié matematikai jellemzdit tekintve az integraltranszformaciok
csoportjaba tartozik. Az integraltranszformacidkra altaldnosan érvényes 0sszefliggés a kovet-

kez6 alakban irhato fel (Beckenbach, 1965)

X(p)=[ K(p.g)-x(q)dg. (4)
A specialis miiveletként, vagy rendszerként is felfoghato integral transzformacié bemenetét az
x(g), kimenetét pedig az X(p) fiiggvények képezik. Az integralon beliil megjelend K(p,q)
fliggvény neve magfiiggvény, vagy kernelfliggvény, ami a bemenet és a kimenet fliggetlen
valtozoitol egyarant fligg. A magfiiggvény megvalasztasaval, €s az a valamint a b betlikkel
jelolt integralasi hatarok rogzitésével lehet definialni a kiillonboz6 integraltranszformaciokat.
Az integrél transzformdciok nagyon fontos tulajdonsaga, hogy kdlcsondsen egyértelmii leke-

pezést valdsitanak meg valamely fliggvénytér fiiggvényei kozott. Gyakorlati szempontbdl
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kiilondsen azoknak van jelentdsége, melyek inverz transzformacioja is integraltranszformacio.
Az ilyen tipusu integraltranszformaciok hasznalatanak akkor mutatkozik meg az elonye, ha a
probléma kezelése egyszerlibb a p-vel jelolt valtozd tartomanyéaban, és a megoldas ¢ tarto-
manybeli megfeleldjének eldallitdsa nem jelent kiillondsebb nehézséget.

A jelfeldolgozasi miiveletek szempontjabol tekintve, a Fourier-transzformacio a jel re-
gisztralasanak altalaban megfeleld idétartomanyt, és a jel vizsgalatanak, ill. feldolgozasanak
az el6zoetdl eltérd lehetdségeit biztositd frekvenciatartomanyt kapcsolja 6ssze az alabbi Osz-

szefliggés alapjan (Brigham 1974)
X(f)= [x(t)-e7*dt, (5)

melyben az x(7) egy jel idofliggvényét, az X(f) pedig annak spektrumat azonositja. A Fourier-

transzformécio kernelfiiggvénye a K(f,f) = ™

fliggvény, ami komplex értékii, és ennek
megfelelden a frekvenciaspektrum is altalaban komplex értékii fliggvénnyel adhaté meg.

A kernel fliggvény reciprokanak felhasznalasaval lehet definialni az inverz
kernelfiiggvényt. Ennek segitségével irhato fel az inverz Fourier-transzformacio dsszefliggése

a kovetkezd alakban (Brigham 1974)
xX(6)= [ X(f)-e”"df (6)

Az inverz Fourier-transzformacio lehet6vé teszi, hogy a frekvenciatartomanybol visszatérjiink
az idOtartomanyba. Nagy jelentdsége van a frekvenciatartomanyban feldolgozott jel iddtarto-
manybeli alakjanak el6allitasdban. A Fourier-transzformacié a Fourier-sorfejtéstdl eltérden
nem diszkrét, hanem folytonos spektralis felbontasat eredményezi a vizsgalat targyat képezo
jelnek. Mivel altaldnos esetben a frekvenciaspektrum komplex értékii fliggvény, ezért megje-
lenitése a valos és képzetes Osszetevok, vagy a beldliik képzett |X(f)| amplitadospektrum ¢€s
arc[X(f)] fazisspektrum abrazolasaval lehetséges.

Az elméletileg felirhatdo idofliggvények nem mindegyikének Iétezik a Fourier-
transzformaltja. A Fourier-transzformalt létezésére vonatkozoan a Dirichlet-féle feltételekre
szokas hivatkozni (Hiitte, 1993). Ezek a feltételek azonban nem jelentenek erds korlatozast a
gyakorlat szempontjabol, mivel a determinisztikus jelek idétartomanybeli viselkedése a leg-
tobb esetben leirhato, ill. jol kozelithetd olyan fiiggvényekkel, amelyek négyzetesen integral-
hatok a valos szdmok értelmezési tartomanyan. A négyzetesen integralhaté idéfiiggvényekkel
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A Fourier-transzforméciora vonatkozdan is érvényes a Parseval-tétel, amely a kovet-

kez6 formaban irhat6 fel (Brigham 1974)

0

[ =[x (7)
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aranyos a jel altal képviselt energiaval. Az Osszefliggeés fizikai tartalmdnak megfogalmazasa
szerint, a jel altal képviselt energia aranyos a jel amplituddspektruma négyzete alatti gorbete-
rillettel. A jel amplitidospektruma négyzetét a Parseval-tétel szemléletes jelentése alapjan

energiaspektrumnak nevezik.

1.3. A mintavételi tétel

A mérdberendezések atviteli tulajdonsagai és mas egyéb okok miatt, egy jel idofliggve-
nyének értékei sohasem valtozhatnak teljesen fliggetleniil a szomszédos értékekhez képest.
Ennek ismeretében jogosan meriilt fel az a feltételezés, miszerint egy folytonos jel bizonyos
feltételek teljesiilése esetén eldallithatd diszkrét értékeinek sorozatabol. A rekonstrukcid mod-
jarol és feltételeirdl rendelkezik a mintavételi tétel, melynek Iényege a kovetkezOképpen fog-
korlatozott jel idéfliggvényének tetszéleges pontossaggal torténd megadasdhoz elegendd a A¢
= 1/(2fmax) 1dOintervallumonként felvett értékeinek ismerete. Az 1/At=2 .. mintavételi hatar-
frekvenciat nevezziik Nyquist frekvencianak. A jel savkorlatozott volta miatt, a frekvencia-
spektruma eldallithatdé a Fourier-sorfejtés segitségével. A sorfejtés eredményét idétartomany-
ba atalakitva az inverz Fourier-transzformacio segitségével, €¢s a megfeleld helyettesitést elvé-
gezve adhaté meg az idéfliggvény eléallitasanak modjat leird dsszefliggés (Fodor 1967).
sin[27f (¢t —kAt)] Ar < 1 ()

2nf,. (t — kAY) 2f

A teljesen pontos eldallitas természetesen nem lehetséges, mivel ahhoz végtelen szdmu 1d6-

x(t) = i x(kAt)

fliggvény érték ismeretére lenne sziikség. A valosagban egyébként is legtobbszor csak jo ko-
zelitéssel tekinthetd egy jel savkorlatozottnak, igy az f,.. érték megadasa is bizonyos mérték-
ben onkényes dontés eredménye. Mindezek ellenére, egy adott jel esetében elég nagy fqx €r-
téket valasztva, és ezzel egyiitt elegendden kis Az mintavételi idokozt alkalmazva, megfeleld

szami x(kAt) érték ismeretében a jel gyakorlatilag meghatérozottnak tekinthetd.



A mintavételi tétel a frekvenciatartomanyra is megfogalmazhat6. Egy véges ideig tarto
jel frekvenciaspektruma tetszdleges pontossaggal meghatarozhato, elegendd szamu és megfe-
lel6 gyakorisaggal ismert €rtékeinek ismeretében, az alabbi Osszefliggés segitségével (Fodor
1967)

T )y

2T
A jelek idOkorlatozottsaga a gyakorlatban mindig teljesiil, hiszen a vizsgalat targyat képezo

X(f)= Y, Xnay)

id6étartomanybeli adatsor hossza véges. Az idOkorlatozottsag teljesiilése mellett azonban a jel
nem tekintheté egzakt modon sdvkorlatozottnak. Ugyanakkor a véges energidju determinisz-
tikus jelek jo kozelitéssel savkorlatozottaknak tekinthetOk, mivel esetiikben megadhatd egy
olyan f,. frekvencia érték, amelyen tal az OsszetevOk hozzdjarulasa a jel energiajahoz mar
elhanyagolhato. Ilyen tipust jeleknél a véges hosszisagh regisztratumnak koszonhetd idokor-
latossag Osszeegyeztethetd a gyakorlat szempontjabol megfeleld pontossaggal teljesiildé sav-
korlatozottsaggal. Ez pedig lehetdvé teszi a mintavételi tétel alkalmazasat ugyanazon jelre

vonatkoz6an mindkét tartomanyban.

1.4. Diszkrét Fourier-transzformaciéo (DFT)

A folytonos Fourier-transzformacié nagyon hasznos problémamegoldd eszkozt jelent
sok olyan teriileten, ahol explicit formaban megadott fliggvényekkel kell idétartomanyban
nagyon bonyolult miiveleteket elvégezni. Azonban a mért jelek fliggvényekkel torténd pontos
megadasa a legtobb esetben nem lehetséges. A digitalis méréstechnika és a szdmitdgépes
adatfeldolgozas fejlodésének mar a korai szakaszdban megmutatkozott az igény egy olyan
modszer kifejlesztésére, melynek segitségével a folytonos Fourier-transzformaci6 lehetdségei
véges hosszuisagu diszkrét adatsorokra is kiterjeszthetok.

A diszkrét Fourier-transzformacié (DFT) a folytonos Fourier-transzformacio egy
olyan specialis esetének tekinthetd, ami a szamitdogépes adatfeldolgozasban is alkalmazhato.
A DFT a folytonos x(7) id6fliggvény origora szimmetrikus 27 hosszsagl intervalluman, A¢
1dokozzel vett N darab x(kAr) fuggvényérték alapjan eldalld, véges hosszusag diszkrét ido-
fiiggvénybdl kiindulva képezi az ugyancsak diszkrét X(nAf) frekvenciaspektrumot, az alabbi
Osszefliggés alapjan (Brigham 1974)

[N/2] 27k 1

X (nAf) = Atk_L;/zyj(kAt) e N A= 5 (10)



Az 0sszefliggés dimenziohelyes, €s arra az esetre vonatkozik, amikor a mintavételi értékek a
mintavételi 1d6k6zok kozepére vonatkoznak. Az alul megtort zardjelpar \_ J az egeszrész
képzés miiveletét jelzi, és a diszkrét frekvenciaspektrum értékeket azonositdo n egész értékii

valtoz6 a k-hoz hasonloan, ugyancsak a [| - N /2| N/2 [|zart intervallumban vehet fel érté-

ket.

A DFT-vel szdmitott frekvenciaspektrum pontossagat illetden nagy jelentdséggel bir a
At mintavételi 1dokoz, és a mintak N szdmanak megvalasztasa. Véges energidji determiniszti-
kus jelet feltételezve, a mintavételi idOkozt lehetdleg ugy kell tervezni, hogy a beldle szamit-
hato fn=1/(2At) Nyquist-frekvencianal nagyobb Gsszetevok mar csak elhanyagolhatod rész-
ben jaruljanak hozza a jel kialakitasdhoz. Ellenkezd esetben ugyanis a nagyobb frekvenciak-
nal jelentkezd hamis értékek miatt jelentdsen torzulhat a DFT-vel szamitott diszkrét frekven-
ciaspektrum. Ezt az alulmintavételezésbdl adddo torzuldst a spektrumban, alias-hatasnak ne-
vezik.

A mintdk N szamanak megvalasztasdval tulajdonképpen a regisztraldsi tartomany
hosszat lehet megszabni. Ezt az id6tartamot a mintavételi id6koz ismeretében ugy kellene
meghatarozni, hogy a csonkitas eredményeképpen elhagyott rész hozzajarulasa a jel teljes
energiajahoz képest elhanyagolhat6 legyen. Ellenkez6 esetben, a szdmitott frekvenciaspekt-
rum jelentds torzulast szenvedhet a jel tényleges spektrumahoz képest. Ez a torzulas a frek-
venciatartomanybeli képen fodrozddas formdjaban jelentkezik, ami az idétartomanybeli négy-
sz0g ablak frekvenciatartomanybeli megfelel6jének, a szinusz-kardindlisz fliggvénynek a
konvolacios hatasat tiikrozi.

A folytonos Fourier-transzforméaciohoz hasonléoan a DFT-nek is létezik az inverz par-
ja. Az inverz diszkrét Fourier-transzformacio (IDFT) segitségével diszkrét frekvenciaspekt-
rumbdl szamithato ki a neki megfeleld diszkrét idofliggvény. Az IDFT 6sszefliggése az el6zo-

ekben mar alkalmazott jelolések segitségével a kovetkezoképpen irhato fel (Brigham 1974)

\_N/ZJ ]@ 1
x(kAt) = Af X(nAf)-e ¥ At =——. (11)
n—\_;/ﬂ NAf

A folytonos Fourier transzformaciora és inverzére vonatkozoan bizonyitast nyert tételek meg-
felelen atalakitott formaban ugyan, de érvényesek a DFT-re és az IDFT-re is. A Fourier sor-
fejtés és a folytonos Fourier transzformacié eseteire mar bemutatott Parseval-tétel példaul az

alabbi alakot 6lt1 a diszkrét transzformalt parokra vonatkozdan (Brigham 1974)

N/2 N/2

/2] /2]
At Y XP(kA) = AF Y [ X(naf) (12)

k=|-N/2] n=|-N/2]



1.4.1. A DFT viselkedése zajos jelek esetében

Egy mérési hibaktol és egyéb kdrnyezeti zajoktol mentes determinisztikus jel esetében
a DFT-vel szdmitott frekvenciaspektrum nagyon jol kozeliti az elméleti, vagy mas néven eg-
zakt frekvenciaspektrumot, ha a mintavételi idokoz €s a regisztralasi idotartam a vizsgalt fo-
lyamatnak megfelel6 mdédon van megvalasztva.

Erre vonatkozéan mutatok be egy példat a kovetkezd dbrakon. Az 1. abrdn egy zaj-
mentes oszcillald jelcsomag idétartomanybeli képe lathato, a 2. abra pedig ennek a jelnek a
matematikai forméaban ismert frekvenciaspektrumat mutatja be. A jel részletesebb bemutatasa
a 3.2.1. részben talalhaté meg, idéfliggvényének paraméteres alakjat azonban itt is feltiinte-
tem: x(¢) = xt"e " sin(wt + @) k738,91 n=2 =20 w=2720 p=m/4. A 3. dbran jelenik meg a jel
DFT-vel szamitott frekvenciaspektruma. A DFT-vel szamitott és a pontos frekvenciaspektrum

kozott vizualisan €szlelhetetlen az eltérés (az egyes értékek kozotti eltérések nagysagrendje

107).

x 0
1 —
I I I I I I I
-1 -0.5 0 0.5 1
t[s]
1. abra: A zajmentes jel id6tartomanybeli képe
0.1 — 0.1 —
0.05 — 0.05 —
< ] > ]
20— g 0
-0.05 — -0.05 —
0.1 — 0.1 —
| I | I | I | | I | I | I |
-40 -20 0 20 40 -40 -20 0 20 40
f[Hz] f[Hz]

2. éabra: A zajmentes jel analitikusan szamitott frekvenciaspektrumanak valos és képzetes

része
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0.1 — 0.1 —

0.05 — 0.05 —
E ] =) =
X, 0= % 0—

-0.05 — ~ 005 —

01 — 0.1 —

1 I 1 I 1 I 1 1 I 1 I 1 I 1
-40 -20 0 20 40 -40 -20 0 20 40
f[Hz] f[Hz]

3

. abra: A zajmentes jel DFT-vel szamitott frekvenciaspektrumanak valds és képzetes része

Zajmentes jelr6l azonban csak elméleti értelemben beszélhetiink, ezért vizsgalni kell a
véletlen zajok hatdsat a szamitasok utjan kapott frekvenciaspektrumra. Annak szemléltetésére,
hogy az idétartomanyban megjelend zajokra milyen érzékenységet mutat a DFT, az el6zdleg
bemutatott jelet o = 0,1 sz6rast Gauss eloszlast kdvetd zaj értéksoranak hozzdadasaval modo-
sitottam. A zajos jel id6tartomanybeli képét a 4. dbra mutatja be, a DFT-vel szamitott frek-
venciaspektrum pedig az 5. dbran lathatd. Utobbin megfigyelheték ugyan a zajmentes jelnél

tapasztalt csucsok, am a zaj hatasara jelentOs torzulast tiikkroznek a képek.

1 —

I I I I I I I
-1 -0.5 0 0.5 1
t[s]

4. abra: Gauss eloszlasu zajjal terhelt jel idétartomanybeli képe
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0.1

0.05

(DFT)

valésx(z1)

— e 0.05 —
- a -
- ¢ -0.05 —
— -0.1 —
| I | I | I | | I | I | I |
-40 -20 0 20 40 -40 -20 0 20 40
f[Hz] f[Hz]

. dbra: A Gauss eloszlasu zajjal terhelt jel DFT-vel eldallitott frekvenciaspektruma

A gyakorlatban a Gauss-eloszlasnal rendszerint nehezebben kezelhetd zajok hatasa ér-

vényesiil, ezért az el6z0 adatrendszer véletlenszeriien kivalasztott 10%-ahoz tovabbi, o=2

szorasu Gauss eloszlas alapjan generalt extra zajt keverve (kiugrd adatok) allitottam el6 a 6.

abran lathato adatsort. A kiugrd hiba értékek nagysaga miatt, a fliggdleges tengelyre alkalma-

zott 1éptéket a felére csokkentettem az eldzdleg bemutatott idosorok képeihez viszonyitva. A

6. abra

jelét az 1 abra zajmentes képével Osszevetve szembetlind a zaj hatasara bekovetkezd

torzulas. A zajos jel DFT-vel szamitott spektrumat dbrazolva megddbbentd eredményt latha-

tunk. A 7. dbran megjelenitett spektrumon, a zajmentes esethez tartozd csticsokra és elhelyez-

kedésiikre vonatkozdan mar szinte semmilyen kdvetkeztetést nem vonhatunk le.

4 —

Xa2)

-4 T T T T T T T
-1 -0.5 0 0.5 1

6. abra: Gauss eloszlast zajjal €s a hozza tarsuld véletlenszertien fellépé kiugro hiba értékekkel

terhelt jel id6tartomanybeli képe
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0.15 — 0.15
0.1 0.1 —
£ 005 gﬁ 0.05 —
X: 0 ><§ 0 _J‘
-0.05 -0.05 —
0.1 0.1 —
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-40 -20 0 20 40 -40 20 0 20 40
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7. abra: Gauss eloszlast zajjal €s a hozza tarsulo véletlenszertien fellépd kiugrd hiba

értékekkel terhelt jel DFT-vel szamitott frekvenciatartomanybeli képe

A bemutatott abrak egyértelmiien szemléltetik a DFT zajérzékeny viselkedését. Ennek
az elonytelen tulajdonsagnak az ismeretében, joggal meriil fel az igény egy rezisztensebb (zaj-
jal szemben kevésbe érzékeny) €s robusztusabb (a zaj eloszlasatol kevésbé fliggd) tulajdonsa-
gokkal birod frekvenciaspektrum szamitasi modszer kifejlesztésére. A geofizikai inverzidelmé-
let kész eszkdzrendszert kinal a mérési hibakkal terhelt adatrendszerekben foglalt informacio
kiolvasasara. Ebbdl a ténybdl kiindulva alakithatjuk ki a frekvenciaspektrum inverziés maéd-
szerekkel torténd meghatarozasanak 1) koncepciojat, melynek Iényegét a Fourier-

transzformacio inverz feladatmegoldasra torténd visszavezetése képezi.

2. A Fourier-transzformacio visszavezetése inverzios feladatmegoldasra

A szamitogépes program formdjaban megvaldsithato DFT véges hosszasagu iddtarto-
manybeli adatsor alapjan allit eld egy véges hosszusagu frekvenciatartomanybeli adatsort. A
szamitott diszkrét frekvenciaspektrumbdl, a mintavételi tétel frekvenciatartomanyra vonatko-
706 alkalmazasaval szarmaztathat6 le egy olyan folytonos frekvenciaspektrum, amely a minta-
vételezés és a csonkitds hatdsatol mentes, egzakt frekvenciaspektrumot valamilyen pontos-
saggal kozeliti. Ez az ut tehat két 1épésben vezet el a diszkrét idéfliggvénytdl a folytonos
frekvenciaspektrum kozelitéséhez.

A diszkrét iddsorbol folytonos frekvenciaspektrum eldallitasanak feladatat meg lehet
kozeliteni azonban az eldbb emlitetthez képest eltérd, a geofizikai inverzid eszkoztarara ta-

maszkodd szemléletmod alapjan is. Az inverzids modszerek alkalmazasanak elsd lépése a
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vizsgalat targyat képezd objektum modelljének kialakitdsa. A modellalkotas soran a feladat
szempontjabol Iényeges tulajdonsagokat kiemeljiik, a 1ényegteleneket pedig elhanyagoljuk. A
modell matematikai jellemzésére modellparamétereket vezetiink be. A modellt leir6 M darab
paraméter egy M dimenzids oszlopvektorba, a paramétervektorba rendezhetd (Menke 1984)

m:{mo,ml,...,mM_]}T. (13)
A vizsgalt objektum modelljének ismerete azt jelenti, hogy adott a

d. =g(m) (14)
(rendszerint nemlinedris) vektor-vektorfliggvény, amely kapcsolatot teremt a modell paramé-
terei ¢s a modellen (idealis koriilmények mellett) mérhetd adatok kozott. Ez az un. direkt fel-
adat.

A valdsagos objektumot leir6 modell paramétereinek értékét kozvetlen mérési mod-
szerek segitségével nem lehet meghatarozni, ezért azok a feladatmegoldas szempontjabol is-
meretleneknek tekintenddk. Az ismeretlen paraméterek értékeinek meghatarozéasa érdekében
mérések végrehajtasara van sziikség olyan modszerek alkalmazasaval, melyek esetében a mért
mennyiségek kozvetett moédon kapcsolatban allnak a modellparaméterekkel. A mérésekbdl

szarmazo N darab adatbol N dimenzids oszlopvektor, az adatvektor alakithatdo ki (Menke
1984)

d=1{d,.d,,...d, | . (15)
Az adatok és a paraméterek tere kozotti kapcsolatot biztositd 0sszefliggés altalanos megneve-
zésére alkalmazott szinonim szakkifejezések a modelltorvény, és a direkt feladat. A mért ada-
tok vektora és a szamitott adatok vektora kozott, a felvett modell és a valésdgos objektum
kozotti eltérések, valamint a méréseket terheld hibak jelenléte miatt, minden esetben kiilonb-
ség all fenn. A kiilonbség jellemzése az eltérésvektorral

e=d-d_,

ill. egy megtfelelden valasztott célfiiggvénnyel torténik. A célfiiggvény az eltérésvektor vala-
milyen

E=E(e) (16)
monoton skalar fliggvénye.

A geofizikai inverz feladat megoldasa olyan paraméter értékek meghatarozasara ira-
nyul, amelyek a megvalasztott célfiiggvény értelmében, a legkisebb eltérést biztositjak a mért
¢s a szamitott adatok kozott. A matematikai értelemben vett megoldas, a célfliggvénynek a
paramétertér vizsgalati tartomanyan felvett sz€élséérték helyeihez kapcsolddik. Az inverz fel-

adatmegoldas célja ennek megfelelden, a direkt feladat fliggvényének argumentumaban sze-
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repld ismeretlen paraméterek optimalis értékeinek eldallitasa, amelyek a célfiiggvény szélso-
értékét meghatdrozzak. Az alkalmazott célfliggvénytdl, a direkt feladat tulajdonsagaitol és a
szélséértékhely keresésének modjatdl fliggden szamos inverzidos modszert fejlesztettek ki
(Menke 1984). Ez a gazdag eszkdztar nagy lehetdségeket biztosit a szakemberek szamara,
ugyanakkor az egyes modszerek hasznalhatosadgara vonatkozo korlatokkal, eldnydkkel és hat-
ranyokkal is tisztaban kell lennie az alkalmazonak.

A Fourier-transzformacio inverzids feladatmegoldasra torténd visszavezetésének elsd
Iépésében a frekvenciaspektrumra vonatkoz6 modellt kell felallitani. A vizsgalat targyat képe-
z0 véges energiaju folytonos idofliggvényl jelek esetében, a frekvenciaspektrum egy valos
valtozos komplex értékii folytonos fliggvénynek tekinthetd. A folytonos fliggvény azonban
kozvetleniil nem illeszkedik bele az inverzi6 elmélet diszkrét paraméterekre €piilé koncepcio-
jéba. Emiatt a folytonos fliggvény modelljét diszkrét paraméterekkel leirhaté formaba kell
onteni. Erre a célra a sorfejtést alkalmazzuk.

Tételezziik fel, hogy az eldzéekben mar emlitett feltételeknek eleget tevd X(f) frekven-
ciaspektrum tetszOleges mértékben megkozelithetd egy megfelelden valasztott
{D;;i=1,2,...} valos bazisfiiggvény-rendszer szerint kifejtett fliggvénysorral az alabbi 0ssze-

fliggés alapjan.
X(f)=2 e (f). (17)

A tetszOleges mértékli megkozelithetdség a kifejezésben szerepld @; fliggvények M szamanak
alkalmas megvalasztasat jelenti. A fiiggvénysor egyes tagjainak hozzajarulasat az 6sszegzés-
sel kapott eredményhez, a ¢; (altaldban komplex) sorfejtési egylitthatok értékei szabjak meg.
Ha a frekvenciaspektrumot ezzel a modellel kozelitjiik, akkor a modell paraméterei a sorfejté-
si egyiitthatok lesznek.

A sorfejtési egyiitthatok értékei elméletileg pontosan meghatdrozhatok az alabbi

egyenlet alapjan, melyben az integralas hatarait a fiiggvények értelmezési tartomanya jeloli ki.

c, =

X (NP, (fHdf (18)

Q C— >

Ennek alkalmazisahoz azonban ismerni kellene a fliggvénysorral kozelitett fliggvényt is.
Minthogy éppen az X(f) frekvenciaspektrum meghatarozasa jelenti a célt, a sorfejtési egyiitt-
hatok (18) egyenlet szerinti szamitasara nincs lehetdség.

A sorfejtési egylitthatok, mint ismeretlen paraméterek, valamilyen szempontbdl opti-

malisnak mondhaté értékeire csak a jel idotartoméanybeli megjelenési forméjara vonatkozo
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informaciok ismeretében lehet kdvetkeztetni. Ennek a feltétele az, hogy a mérheté mennyisé-
gek és a modell paraméterek kozott matematikai eszkdzokkel pontosan, vagy elfogadhatd
kozelitéssel leirhatod kapcsolat 1étezzen. Az adattér €s a paramétertér kozotti kapcesolatot meg-
hatarozo6 direkt feladat felallitdsahoz kozvetleniil alkalmazhat6 az inverz Fourier transzforma-
ci6 Osszefliggése, amely a k-ik mintavételi idépontra vonatkozdan a szamitott (elméleti) ada-

tot az

x¥ (l‘k):x,fz - J'X(f)eﬂfmdf: j(iciéi(f)]eﬂ;mdf

0/ u ; O—Ooo i=1 )
= J'(ZCIQ (f)]eﬂ;mdf = Zci J'qv)i(f)eﬂ/m df

—oo\ i=l

alakban allitja el6. A levezetés baloldalan megjelend, a #; idéponthoz tartozd x* id6tarto-
manybeli mennyiség tekinthetd a modelltorvény (direkt feladat) alapjan szamitott adatnak. A
szamitasahoz sziikség van az X(f) frekvenciaspektrumra. A frekvenciaspektrum eldallithatd a
(17) egyenletben bemutatott médon, ami zardjelbe foglalva jelenik meg a masodik integralon
beliil. Gyakorlati okok miatt a spektrum eldallitasahoz felhasznalt @; fliggvények szamat vé-
gesre kell korlatozni, ami mar csak kozelitd egyenldséget teremt a levezetés két vége kozott.
A véges szamu (M) tagra vonatkozd 0sszegzés a konstans c; sorfejtési egylitthatokkal egytitt
kivihet6 az integralas szimboluma elé, ahogy az a levezetés jobboldalan lathat6. Az integralok

@; -t61 és 1, -t6] fliggd (altalaban komplex) értekeit jeloljiik Gy, -vel az alabbi egyenlet alapjan
Gy = [@,()e ™ df . (20)

Ha az id6tartomanybeli adatokbdl N darab all rendelkezésre, a kozelitéshez felhasznalt
figgvények szama pedig M, akkor a Gy, értékek egy NxM méretli G matrixba foglalhatok.
A (19) egyenlet jobboldalara alkalmazva a matrix elemek, ill. a matrix jelolését, linearis kap-
csolat fedezhetd fel az id6tartomanybeli adatok és az ismeretlen sorfejtési egyiitthatok kozott.
Ennek az 6sszefliggésnek az indexhelyes és matrix-vektoros alakja a kdvetkezéképpen irhato
fel:
M
xp :zcin’i - x"=G-c¢ (21)
=
A direkt feladat ezen egyenletének jobboldalan szerepelnek a modellparaméterek, melyek
meghatarozasa jelenti a tulajdonképpeni inverz feladatot. Az inverz feladat felirdsdban az 1d6-
tartomanybeli adatokat mérések alapjan ismertnek kell tekinteni, ezért a mért adatok vektorat

a kovetkezOkben x” fogja jeloIni. A mért adatok a szamitott adatokkal csak abban az elméleti
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esetben egyezhetnének meg, ha a modell tokéletesen megegyezne a modellezett objektummal,
¢s a méréseket nem terhelnék hibak. Ekkor elegendd lenne ugyanannyi mért adat ismerete,
mint amennyi ismeretlen paramétere van a modellnek. Az ilyen egyértelmiien meghatarozott
inverz feladat egzakt megoldéasat a linearis algebra méodszereinek alkalmazasaval lehet eldalli-
tani.

A gyakorlatban azonban sem a modell, sem a mérési adatok nem pontosak. A modell-
bol eredd hibat csak a modell finomitasaval lehet csokkenteni. A méréseket terheld véletlen
hibdk hatdsa azonban inverzios eszk6zokkel mar csokkenthetd. Ennek a feltétele az, hogy
tobb mérési adat alljon rendelkezésre, mint amennyi az ismeretlen paraméterek szama, azaz a
feladat talhatarozott legyen. A tlhatarozott linearis inverz feladatok megoldasara szamos jol
bevalt technika ismeretes, ennek megfelelden a sorfejtési egyiitthatok optimalis értékei hibak-
kal terhelt id6tartomanybeli adatsor esetén is szamithatok. Az M darab sorfejtési egyiitthato
ismeretében pedig mar eldallithato a frekvenciaspektrum folytonos kozelitése, a (17) egyenlet
jobboldalan megjelend 6sszeg elsé M tagjanak figyelembevétele mellett.

Az eddigieket tekintve, ennél a pontnal mar kijelenthetd, hogy a folytonos frekvencia-
spektrum kozelitésére alkalmazott, véges hosszasagu sorfejtésre alapuldé modell ismeretlen
egyltthatdinak meghatarozasa, egy tulhatarozott linearis inverz feladat megoldasara vezethetd
vissza. A Fourier-transzformaci6é eredményének ezt az inverziés modszerekre altalanos érte-
lemben visszavezetett eldallitasat elnevezhetjiilk INVERZIOS FOURIER-TRANSZFORMACIONAK. A
roviditéssel kapcsolatban érdemes figyelembe venni, hogy az inverz Fourier-transzformacio
szavainak kezdébetlii (IFT) megegyeznek az INVERZIOS FOURIER-TRANSZFORMACIOEVAL. A
megkiilonboztetés érdekében valassza el kotdjel a jelzot a jelzett szotol, és legyen a rovidités
I-FT.

AZ INVERZIOS FOURIER-TRANSZFORMACIO (I-FT) elnevezés tulajdonképpen nem egy
kozvetleniil alkalmazhaté médszert azonosit, hanem a Fourier transzformacioé végrehajtasanak
egy sajatos szemléletmodjat, melynek kiillonbozd valtozatait lehet kialakitani a felhasznalt

inverzios eszkozoktol fliggden.

2.1. A legkisebb négyzetek elve szerinti Fourier transzformacio: LSQ-FT

A geofizikai inverzio gyakorlatdban a diszkretizacidé utan a legfontosabb 1épés annak a

(16) egyenletben sematikusan bemutatott skalarnak a megvalasztasa, amellyel jellemezni ki-
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vanjuk a mért és szamitott adatok eltérését. Az egyik leggyakrabban alkalmazott célfiiggvény

az eltérésvektor L, normaja, ill. az alabbi formdban felirhaté négyzete

N—

E Ze,f,

k=0

ami a méréseket terheld véletlen hibdk Gauss, vagy ahhoz kozeli eloszlasa esetén szolgaltat

optimalis eredményt. A szamitott adatokra kapott egyenletet felhasznalva (16) igy is irhat6
N-1 M 5
E(c)yesCy) = z(x;(n - zcin,i) )
k=0 i=1

ennek szélsOértékeit a
a—Ezo, (=1..,M)
oc,

egyenletrendszer jeldli ki, ami a levezetéseket melldzve a

G'Ge=G"x" (22)
normalegyenletre vezet (Menke 1984). Az L, norma minimalizalasa tehat a legkisebb négyze-
tek elvének (Least Square Method, LSQ) alkalmazasat jelenti. A normalegyenletben szerepld
G’ szimbolum jeloli a G matrix transzponaltjat. A matrix-vektoros formalizmussal felirt (22)
egyenlet valdjaban egy inhomogén linedris algebrai egyenletrendszer, melynek az ismeretlen
sorfejtési egyiitthatokra vonatkoz6 megoldésa a kovetkez6 6sszefliggés alapjan allithaté eld

c=(G'G)'G"x". (23)

Az INVERZIOS FOURIER-TRANSZFORMACIO legkisebb négyzetek elvét alkalmazo itt ki-
fejtett  valtozatat nevezzilk LEGKISEBB NEGYZETEK ELVE  SZERINTI ~ FOURIER-
TRANSZFORMACIONAK, és jelolje az LSQ-FT rovidités.

A (23) egyenlet szerinti szadmitasok elvégzésének kritikus eleme az egyenletrendszer
G’G matrixanak numerikus médszerekkel torténd invertaldsa, amit a -/ érték megjelenitése
szimbolizal a jobb felsd index helyén. A matrix invertalasanak végrehajtasa kozben keletkezd
hiba erdsen befolyasolja az egyenletrendszer megoldasaval kapott eredmény megbizhatosagat.
A kiilonb6zd modon képzett kondicioszdmokkal lehet jellemezni azt a kockazatot, amit az
adott matrix numerikus modszerekkel torténd invertdlasa jelent az egyenletrendszer megolda-
sanak megbizhatosdga szempontjabol. Az egyik leggyakrabban alkalmazott kondiciészam, a
vizsgalt matrix és inverzének spektral normai szorzatan alapul, ami tulajdonképpen a matrix
legnagyobb és legkisebb sajatértékének az aranyaval azonos (Galantai, Jenei 2008)

A
K=lal, a7, =2

'min
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Minél nagyobb a K kondicioszam értéke, anndl rosszabbul kondicionalt a probléma, ami azt
jelzi, hogy mar a bemenet (mért adatok) kismértékli megvaltozasdnak hatésara is jelentésen
moddosul a megoldas. Természetesen ez a nagysag relativ médon értelmezendd €s kornyezet-
fliggd (alapvetden a szamitogép aritmetikdjatol ¢és a kozelités megkovetelt pontossagatol

figg). Az I-hez kozeli értékek azonban nagyon jo kondicionaltsdgra utalnak minden esetben.

2.2. Az lIterativ ujrasulyozas elve szerinti Fourier transzformacié: IRLS-FT

Az adatsort terheld véletlen hibak eloszlasa gyakran jelentOsen eltér a Gauss-tol. Kii-
1ondsen iigyelni kell az inverzids eljaras megvalasztasara, ha tn. kiugr6 hibakkal is terhelt az
invertalandé adatrendszer. Ilyen esetben a legkisebb négyzetek elve szerinti megoldas nem
vezet megbizhatd eredményre, ezért a hiba eloszlasok szélesebb tartomanyan is jol alkalmaz-
hat6, robosztus inverzios eszkoéz alkalmazasara van sziikség. A talhatarozott inverz feladat
megoldasat ekkor is az eltérésvektor alkalmasan valasztott normdjahoz kotjiik, ami igen gyak-

ran megfeleld sulyokkal definialt sulyozott norma.

N—

E, =Y we; (24)
k

=0

A stulyok szamitdsara szolgaldé modszerek koziil az egyik leggyakrabban alkalmazott a

Chauchy-féle stilyozas, melynek alakja a kovetkezOképpen irhat6 fel (Amundsen 1991)

82

(25)

w, = .
k 2 2
& +ek

A formulaban szereplé & egy a feladathoz illeszkedéen megvalasztott pozitiv szam, és e, az
eltérésvektor k-adik eleme. (Lathatd, hogy az eltérésvektor elemei koziil azok, amelyek a ki-
ugrd hibak miatt nagyobb értéket vesznek fel, kisebb mértékben jaruljanak hozzd a norma
értékének kialakitasahoz, és ezen keresztiil az optimalis megoldas eldallitasahoz.) Mivel a w,
suly maga is tartalmazza az ismeretlen sorfejtési egyiitthatokat, a (24) kifejezés az ismeretle-

nekben nem kvadratikus, ezért a

w20, (=L..M)

feltételhez kotott minimalizalas nemlineéris egyenletrendszerre vezetne. Ilyen esetekben az
inverzios feladatok megoldéasa soran gyakran alkalmazott az iterativ ujrasulyozas modszere

(Iterativly Reweighted Least Square Method, IRLS) (Scales, Gersztenkorn, Treitel 1988). A
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moddszer a nevét onnan kapta, hogy a megoldast iterativ uton allitja eld, és az egyes iteracids
Iépésekben, az eldz6 Iépés eredménye alapjan szdmitott eltérésvektor elemeivel (jra)szamitja

a w, sulyokat, amelyek ezaltal az adott iteracidban szerepld ismeretlenektdl fliggetlenek. A

sulyokbodl egy NxN-es méretli W diagonalis sulymatrix épiil fel, melynek foatlobeli elemei
tartalmazzak a (25) szerint szamitott sulyokat, a Wy=w; 0sszefiiggés alapjan. Az i-edik itera-
cios 1épésben a (i-71)-edik 1épés eredménye alapjan szamitott sulyvektor keriil felhasznalésra,
¢s a normalegyenlet igy a stlyozott legkisebb négyzetek linearis modszerének felel meg
(Scales, Gersztenkorn, Treitel 1988)

G'W'Gce” =GTWI V" (26)
A sorfejtési egylitthatok i-edik 1épésbeli értékének meghatarozéasa ebben az esetben a G'w'
DG matrix invertalasanak végrehajtasat igényli. Ezutan mar képezhetdk a szamitott idétarto-
manybeli adatok a direkt feladat (21) egyenlete alapjan. A szamitott és a mért adatok illeszke-
dését jellemzo eltérésvektor alapjan pedig eléallithatd a kovetkezd iteracids lépéshez alkalma-
zando sulymatrix. Az algoritmushoz természetesen valamilyen leallasi kritériumot kell meg-
fogalmazni.

Az INVERZIOS FOURIER-TRANSZFORMACIONAK ezt a (robusztus) valtozatat nevezziik
ITERATIV UJRASULYOZAS MODSZERE SZERINTI FOURIER-TRANSZFORMACIONAK, ¢és jelolje az

angol elnevezés kezddbetiii alapjan az IRLS-FT rovidités.

2.3. A frekvenciaspektrum diszkretizalasa fiiggvénysorok alkalmazasaval

Az INVERZIOS FOURIER-TRANSZFORMACIO elgondolasanak egyik Iényeges eleme a
frekvenciaspektrum sorfejtéses diszkretizdldsa. A diszkretizacios 1épés gyakorlati megvalosi-

tasa elott meg kellett fontolnom a vizsgalat targyat képezo jel sorba fejthetdségének problé-

cre

tegralhat6 fliggvények koz¢ tartoznak, tehat érvényes rajuk az alabbi relacid
j [x()]2dt < .

A négyzetesen integralhato fliggvények sorfejtéses eldallitdsa szorosan kapcsolodik az
ortogonalis fliggvényrendszerek elméletéhez. Egy Q) értelmezési tartomanyon négyzetesen

integralhato fiiggvényekbdl allo {@; ; 1,2,...} fiiggvénysorozatot akkor nevezhetiink ortogona-
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lis figgvényrendszernek, ha a tagjaira vonatkozoan teljesiilnek az alabbi feltételek (Szokefalvi

Nagy, 1975)
[0,0®,0dt=0  m=n
Q

[@,00,0d=0  m=n

A teljes ortogonalis fliggvényrendszerek mar nem bdvithetOk a fenti 6sszefliggésnek eleget
tevo tovabbi fiiggvénnyel. Ha ezen feliil a fliggvényrendszer minden tagjanak normaja egyen-

16 1-¢l, azaz

[[@,@Pd =1 m=12,.,

akkor teljes ortonormalt fliggvényrendszerrdl beszélhetiink (Szokefalvi Nagy, 1975).

Egy teljes ortonormalt fiiggvényrendszer az értelmezési tartomdnyan Un. bazisfligg-

vény-rendszert képez. A bazisfliggvény-rendszer jelentdsége hasonld a vektorterek bazisvek-
tor-rendszerei€¢hez. Linearis kombinaciojukkal eldallithatd az €2 intervallumon értelmezett
négyzetesen integralhato fliggvények barmelyike. Ez a linedris kombindcidban térténd eléalli-
tas tulajdonképpen egy sorfejtéshez vezet. Mivel a valos szamok halmazan négyzetesen integ-
ralhato fliiggvények Fourier-transzformaltjai is négyzetesen integralhatd fliggvények, igy a
fliggvény-rendszer szerinti sorfejtés segitségével.
A bazisfiiggvény-rendszeren alapuld egzakt sorfejtéses eldallitdsnak azonban gatat szab az
alkalmas fliggvényrendszerek tagjainak végtelen szdma. Emiatt csak tetszOleges mértékii
megkozelithetdségrol beszélhetliink véges fliggvénysor segitségével. A kozelitéskor tehat a
kivalasztott teljes ortonormalt fliggvényrendszernek egy részhalmazat hasznéljuk fel.

Elméletileg felmeriil az egymasra nem ortogonalis fliiggvényekbdl allo sorozatok al-
kalmazasanak a lehetdsége is. Ebben az esetben viszont szdmolni kell azzal a ténnyel, hogy
csak nagyobb hosszusagu fliggvénysorral érhetd el ugyanaz a kozelitési pontossadg, mint az
ortogonalis rendszeren alapuld fliggvénysorral. Ugyanolyan pontossagu kozelitéshez tehat
nagyobb szamu sorfejtési egyiitthatora van sziikség, és ez csokkenti az inverz feladat talhata-
rozottsagat, ami egy hataron til mar hatranyosan befolydsolja az eredmény megbizhatosagat.

A fentiek figyelembe vételével harom bazisfiiggvény-rendszert, az Hermit fliggvénye-
ket, az intervallumon konstans fiiggvényeket és a Dirac 6 sorozatot hasznalom fel az inverzios
feladatmegoldassal eléallitando spektrum fliggvénysoros diszkretizaldsa érdekében. Mindha-

rom fajta spektrum diszkretizacio alkalmazhat6 az I-FT két nagy csoportjat képezé LSQ-FT
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¢s IRLS-FT eljarasokon beliil. A kiilonb6z6 bazisfliggvény-rendszerek és inverzios feladat-
megoldo eszk6zok kombinalasaval definidlt hat algoritmust, (az I-FT hat kiilonb6z6 valtoza-
tat) részletes numerikus tesztelésnek vetem ala.
Az I-FT egyes valtozataira valo hivatkozasok megkonnyitése és egységesitése érdekében al-
kalmazott roviditéseket a kdvetkezd s€ma szerint épitettem fel:

bazisfiiggvény-rendszer betiijele (H/C/D) — inverzios eszkoz roviditése (LSQ/IRLS) —
FT. A bazisfiiggvény-rendszereknek az értekezésemben eldfordulo roviditései koziil a kivas-

tagitott H betli jelzi az Hermit fliggvényrendszer alapt spektrum diszkretizalast.

3. INVERZIOS FOURIER-TRANSZFORMACIO Hermit fiiggvénysoros diszkreti-

zacioval

A folytonos fiiggvényekkel leirhatd mennyiségek diszkretizalasa érdekében leginkabb
az ortogonalis fliggvényrendszereket alkalmazzuk a sorfejtéses geofizikai inverzio teriiletén.
Hasznélatukkal adott pontossagu kozelités elérése kevesebb ismeretlen paraméter bevezetését
igényli, mint mas nem ortogonalis fliggvénysorozatok esetében, €s az inverzios feladat nume-

rikus stabilitasat is javitjak.

3.1. A frekvenciaspektrum diszkretizalasa Hermit fiiggvényekkel

A folytonos frekvenciaspektrum diszkretizalasara alkalmas ortogonalis fliggvényrend-
szer kivalasztasakor el@szor is meg kell fontolni azt, hogy milyen értelmezési tartomanyt ve-
gyiink figyelembe. Az inverz Fourier-transzformaci6 (6) definicids Osszefliggése alapjan lat-
hatd, hogy a frekvenciatartomany a valos szdmok halmazara terjed ki. Emiatt a frekvencia-
spektrum sorfejtéses kozelitésére leginkabb alkalmas fliggvénysorozatnak a valds szamok
halmazan kell ortogonalis rendszert képeznie.

Ennek az elméleti megfontolasnak az alapjan esett a valasztdsom elsddlegesen az
Hermit fliggvényrendszerre, amely teljes ortonormalt rendszert képez a valos szamok értel-
mez¢€si tartomanyan. A fliggvényrendszer i-edik tagja a kovetkezd alakban irhat6 fel

1 XA

2 PH(fra) =12, (27)
\/(2a)(i_”(i—1)!\/ﬂ/ae o

H,(f;a)=
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melyben P (f;a) az (i-1)-ed fokt Hermit polinom, p(f;a)=e > anégyzetes integralha-
tosagot (és ortogonalitast) biztositd sulyfiiggvény. Az a>0 valds szdm (tovabbiakban skalazo
tényezd) nagyon fontos szerepet jatszik a vizsgalt folyamat frekvenciaspektrumanak kozelité-
sére leginkabb alkalmas fliggvénysor kialakitasaban. A nevezdjében gyokvonast tartalmazo
tort kifejezés, a polinom fokszamatol és a skalazo tényezotdl egyarant fliggd normald tényezo,

ami biztositja, hogy a fliggvényrendszer barmely tagjanak norméja azonosan 1 legyen, azaz

/THf(f;a)dle i=12,..

A normaldsnak kdszonhetOen a rendszer tagjai a (-1, 1) intervallumon beliil veszik fel értékei-
ket, ami az inverzids feladat numerikus stabilitasat tovabb javitja.
A spektrum fiiggvénysoros diszkretizaciojanak (17) altalanos dsszefliggése az Hermit

fliggvényrendszer alkalmazasa esetében a

X(f)Ech-Hi(f), (28)

a G matrix elemei pedig a (20) formula alapjan a

| . o -
Gy, = e 2 BY(fia) ™™ df , (29)
Y Jea -yl [o ]

alakban irhatok fel. A (29) 0sszefiiggést alaposabban megfigyelve lathatd, hogy tulajdonkép-

pen a sulyfiiggvénnyel szorzott Hermit polinomok inverz Fourier-transzformaltjainak a # mé-
rési idépontokban felvett értékei képezik a G matrix elemeit.

Mivel az Hermit polinomok konstansokkal szorzott kiilonb6z6 kitevdji hatvanyfiigg-
vények 0sszegei, a (29) sszefliggésben szerepld integral felirhat6 a polinom tagjaibol képzett
integralok osszegeként. Emiatt a tovabbiakban elegendd az alabbi formaban felirhaté integra-

lok kiszamitasaval foglalkozni

0

J‘ e‘“fzfqejﬁfdf _ T e—afzfq cos ff df + j Te_afzfq sin ff df ,

melyben a g kitevl pozitiv egész €s nulla, az a pozitiv valds, a [ pedig tetszOleges valds érté-
keket vehetnek fel. A g kitevd paros és paratlan értéket is felvehet, aminek a trigonometrikus

fiiggvényekkel felirt integralok értéke szempontjabdl van jelentésége.

1
Vezessikbea g=2n+m m= {0} jelolést, amivel a paros €s paratlan kitevd értékek

egyértelmiien azonosithatok. Ha az m=1, azaz a ¢ kitevo értéke paratlan, akkor a paros ¢€s pa-
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ratlan fliggvények szimmetrikus intervallumon vett integrdljara vonatkoz6 szabalyok alkal-

mazasaval, az integral kifejezés a kovetkez0 alakra egyszeriisodik le
2Te-“fz £ sin Bf df
0
A m=0 paros esetben pedig egy hasonldan egyszer alak all eld
2Te-afz £ cos B df .
0

A két integral analitikus szdmitasara létezik Gsszefliggés, ami a kdvetkezOképpen irhato fel
(Campbell, Foster 1948)

_ﬂz

T —of* p2n+m Sinﬁf 1\ —2n-1-m ,, —(2n+1+m)/2 [411] H (L]
!e f {Cosﬁf}df—( 'Nr2 e B S (30)

Az Osszefiiggésben szerepld P

2n+m

fliggvény az a=1 skaldzo tényezdji 2n+m-ed foku
Hermit polinomot jeloli. Ez alapjan zart alakban adhatok meg a (29) szerinti G-matrix komp-
lex értékii elemei, aminek a szamitasi id6 szempontjabol nagy jelentdsége van.

Az Hermit fliggvényrendszer tagjainak alakjat az Hermit polinomok fokszdma, és a
sulyfiiggvény lefutasat befolydsoldo a>0 skalazé tényezd szabjdk meg egylittesen. Az Hermit
polinom fokszdma mindig eggyel kevesebb, mint a beldle kialakitott Hermit fliggvénynek a
rendszeren beliil értelmezett sorszama. A sulyfliggvény értéke a skalazd tényezd értékétol
figgd mértekben tart a z€rushoz a fliggetlenvaltozd abszolutértékének ndvekedésével. Ennek
kovetkeztében az Hermit fliggvényrendszert olyan jelek frekvenciaspektrumanak sorfejtéses
diszkretizalasara célszerli alkalmazni, amelyek jo kozelitéssel savkorlatozottnak tekinthetdk
az idOtartomanybeli regisztralas felbontoképessége altal meghatarozott véges frekvenciatar-
tomanyon beliil. A skalazé tényezdnek fontos szerepe van a frekvenciaspektrum kozelitésének
pontossaga terén, mivel a kiilonbozd jelekhez kapcsoldédo frekvenciaspektrumok a skalazo
tényezo eltérd értéker mellett kozelithetok meg legjobban, adott hosszisagl fliggvénysor al-
kalmazasa esetén.

A 8. és 9. abrak igyekeznek izelit0t nyajtani abbol a valtozatossagbol, amit az Hermit
figgvényrendszer tagjai eltérd skalazo tényezd értékek mellett képviselnek. Mindkét abran
megfigyelhetd az a jelenség, hogy az Hermit fliggvényrendszer magasabb sorszdmu tagjai felé
haladva a lecsengés egyre tavolabb kovetkezik be az origobhoz képest. Ez a magasabb sorsza-
mu tagokban szereplé (magasabb fok) Hermit polinomoknak a sulyfiiggvény csillapitd haté-
sat ellenstlyozo képességére vezethetd vissza. Ugyanakkor nem mindegy, hogy milyen a ska-

l1az6 tényezo értéke, hiszen annak kisebb értéke mellett a lecsengés még inkabb kitolodik. A
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skalazo tényezd és a fliggvény rendszeren beliili sorszam egyiittesen befolyasoljak, hogy mi-
lyen intervallumon beliil képes az adott tag a spektralis informaciotartalom felbontdsdban

részt venni.

Hi(H)

o
S o
R B
—

\ o
3
MR BT

"

o
5
_L_
o
o
-
.
o
o
N

f[Hz]
8. dbra: Az Hermit fliggvényrendszer s-el jelolt sorszamu tagjainak grafikonja a skalazé

tényez6 a=1 értéke esetén

o
o

)
o

Hi(H
S . S
IIIIIIIIIIIIIIIIIII

f[Hz]
9. dbra: Az Hermit fliggvényrendszer s-el jelolt sorszamu tagjainak grafikonja a skalazo

tényez6 a=0,5 értéke esetén

3.2. A legkisebb négyzetek elve szerinti Fourier-transzformacio Hermit fiiggvénysoros

diszkretizacio esetén: H- LSQ-FT

Az ¢el6z6 részben levezettem az INVERZIOS FOURIER-TRANSZFORMACIO (I-FT) megva-
l6sitasa szempontjabol kiemelt szerepet jatsz6 G matrix elemeinek eldallitasat a frekvencia-

spektrum Hermit fliggvénysoros diszkretizacidjanak alkalmazasa mellett. A fenti levezetés
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elénye, hogy a (20)-ban megadott altalanos kifejezésében szerepld integralt zart alakban ad-
tam meg, ami a szdmitasi 1d6 szempontjabol nagyon jelentds. Az ilyen mddon eldallitott G
matrixot beépitve a 2.1. alfejezetben bevezetett LSQ-FT eljarasba a H-LSQ-FT algoritmust
fogalmazhatjuk meg a kovetkezOképpen. A matrix konkrét alakjat felhaszndlva (21) szerint

eléallithatjuk a szamitott adatok rendszerét, amivel definialt e =x" —Ge eltérésvektor L,

normajanak négyzete eldallithat6 az alabbi formulaval
N-1 M 5
E(cy,....cp) = z(x;(n - zcin,i) .
k=0 i=1

Ennek szélsdértékeit a

a—E:0, (l=1,..,M)

oc,
egyenletrendszer jeloli ki, ami formailag a (22)-ben megadott normalegyenletre vezet, mely-
nek megoldasa (23) szerint képezheto.

Az ilyen moédon eldallitott egyiitthatdé rendszerrel (28) szerint szamithatjuk a spektru-
mot, azaz inverzios eljarassal eldallitottuk a Fourier-transzformaltat.

Az HERMIT FUGGVENYSOROS DISZKRETIZACIOT ALKALMAZO LEGKISEBB NEGYZETEK
ELVE SZERINTI FOURIER-TRANSZFORMACIOT (a tovabbiakban csak a roviditésével azonositva

H-LSQ-FT) a fentiek szerinti eljarassal definialjuk.

3.2.1. A H-LSQ-FT eljaras numerikus vizsgalata

A Fourier-transzformaciot inverzids feladatként kezeld, fentebb bevezetett H-LSQ-FT
eljaras mitkodésének bizonyitasa, és lehetdségeinek tisztazasa érdekében numerikus vizsgala-
tokat végeztem. A sztochasztikus folyamatokhoz kapcsoldodo jelek vizsgalatat a fiiggvények
vildgahoz kapcsolodd meghatarozottsag hidnya miatt eleve kizartam, igy a gyakorlat szem-
pontjabol nagy jelentdséggel bird determinisztikus jelekkel foglalkoztam. A Fourier-
transzformaciora vonatkoz6 rovid ismertetésben mar kiemeltem az un. véges energiaju deter-
minisztikus jeleket. Ezen beliil is egy olyan jelcsoportot kiilonitettem el, melynek tagjai a ko-
vetkezd paraméterezett fliggvénnyel adhatok meg az idétartomanyban

-t

x(t)=xt"e" sin(wt + @), (31)

Az Osszefliggésben szerepld # pozitiv egész szdm vagy nulla, 1 pozitiv valds szam, x és o

valos szam, ¢ pedig a [0, /2] tartomanybeli valos szam lehet. Az x(?) idofuiggvény X(p) Lap-
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lace transzformaltjat a transzformacids tablazatok alapjan magasabb szintli matematikai mi-
veletek végrehajtasa nélkiil lehet képezni (Erdélyi, Magnus, Oberhettinger, Tricomi 1954). A
Fourier ¢s a Laplace transzformaciok kozotti kapcsolatot megteremtd p=j27f helyettesités
alapjan a jelcsoport barmely tagjanak X(f) frekvenciaspektruma is eléallithato.

A (31) formulaban szerepld gorog betiikkel jelolt paraméterek értékeit a kovetkezo-
képpen rogzitettem a jel kialakitdsa érdekében: kx=1/X, n=2, 1=20, o=2r1-20, o=m/4. A «
paraméter értékének eldallitasahoz felhasznalt X mennyiség az id6fliggvény burkold gorbéjé-
nek a maximumat jeloli, amely a kovetkezd 6sszefiiggés alapjan szamithato

n —at

X =t"e
[:

Q|x

A k értékének ilyenforman torténd eléallitasaval az idéfliggvény értékkészletét a [-1, 7] inter-
vallumra korlatoztam.

A jel rogzitésére szolgald mintavételezés 1dokozeét Ar=0,005s-ra valasztottam, a min-
tavételezés tartomanyat pedig a t=0s-ra nézve szimmetrikusan vettem fel a kdvetkezo relacio
alapjan: |¢|<T, T=1s.. Ennek megfelelden a frekvenciaspektrum szamitasanak az alapjat képe-
z0 iddtartomanybeli adatok egy N=401 elembdl all6 adatsort képeztek. A jel idofliggvénye-
nek képét a DFT zajokkal szemben megnyilvanul6 érzékeny viselkedésének szemléltetésekor
az 1. dbran mar bemutattam. Az X(f) frekvenciaspektrum valds és képzetes 0sszetevoi a 2.

abran lathatok.

3.2.1.1. Az eredmények mindsitésére szolgaléo mennyiségek

Az INVERZIOS FOURIER TRANSZFORMACIO (I-FT) kiilonbozd valtozataival kapott ered-
mények josaganak jellemzése érdekében skalaris mennyiségeket alkalmaztam. Mivel a vizs-
galt jel esetében a frekvenciaspektrum analitikusan ismert volt, ennek megfelelden mintavéte-
lezett értékeibdl képzett vektort valasztottam az Osszehasonlitas alapjaul. Az INVERZIOS
FOURIER-TRANSZFORMACIOVAL (I-FT) és a DFT-vel szamitott spektrumok eltérését az egzakt-

tol, a frekvenciatartomanybeli eltérésvektorral

_é(f) = sta’mz’tott - Xelméleti (32)
ill. az ebbdl képzett alabbi formulaval leirhaté norma segitségével jellemeztem
D, - (33)
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Ez a mennyiség a pontos €s a becsiilt spektrum eltérését méri az dsszehasonlitasra kijelolt Ny
db frekvenciapont figyelembevételével. Ennek megfeleléen a (33) formulaval definidlt meny-
nyiséget atlagos spektrumtévolsagnak (roviden spektrumtavolsag) neveztem el.

Az INVERZIOS FOURIER-TRANSZFORMACIO kiilonboz6 valtozataival nem csak a frek-
venciaspektrum kozelitését (becslés) lehet eldallitani, hanem a sorfejtési egyiitthatok segitsé-
gével fliggvénysor formajaban elallitott (becsiilt) spektrum inverz Fourier-transzformaltja is.
Ennek az I-FT spektrum alapjan szamitott idéfliggvénynek a felhasznaldsaval kétféle adatta-
volsag definidlasara is lehetdség van. Képezhetjiik a mérési eredményt reprezentald zajjal
terhelt szintetikus idéfliggvény (gyakorlati esetben a mért adatrendszer) ¢és az I-FT spektru-

mon szamitott idéfliggvény értékei kdzotti tavolsagot az alabbi formula szerint

dt ) \/%i(xlimén) — xl((Sdez’ton) )2 (34)

k=1
Ez a mennyiség a valosdgos mérési adatok esetében is szamithato adattavolsag.
Az elvégzett vizsgalatok eredményeinek értékelése szempontjabol igen érdekes az I-
FT spektrumon szamitott, és a zajmentes idofliggvények értékei kozotti eltérést jellemzo adat-

tavolsag, melyet az alabbi formulaval definidlhatunk

NS

A vizsgalatok sordn ezt az utobbi skalart hasznaltam annak mindsitésére, hogy az inverzidval

eléallitott spektrumon szamitott id6tartomanybeli adatsor milyen mértékben ,.tisztult” meg a
zajtol, azaz az INVERZIOS FOURIER-TRANSZFORMACIO egyes valtozataival milyen mértékii zaj-

elnyomas valosithatdo meg.

3.2.1.2. A H-LSQ-FT modszer vizsgalati eredményei

Az Hermit fliggvénysoros diszkretizaciot a legkisebb négyzetek elve szerinti eljarassal
0tvoz6 H-LSQ-FT modszer miikddését elsoként zajmentes, majd a gyakorlati szempontbol

fontos Gauss eloszlasu zajjal terhelt jel segitségével teszteltem.

3.2.1.2.1. A H-LSQ-FT modszer vizsgalata zajmentes jel esetében

A H-LSQ-FT miikodOképességének ellendrzése érdekében, eldszor az 1. és a 2. abra-

kon mar bemutatott zajmentes jelbdl képezett iddtartomanybeli adatsor alapjan allitottam eld
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az elméleti frekvenciaspektrum becslését. Az elméleti és a H-LSQ-FT-vel szamitott spektru-
mok eltérését jellemzod (33) szerint definialt spektrumtavolsagot a [-40 Hz, 40 Hz] frekvencia-
sdv alapjan Af=0,05 Hz—es osztaskoz alkalmazéasa mellett hataroztam meg. A skalazo tényez6

a=0,09 ¢és a fliggvénysor hossziisag M=75 értékei mellett szamitott frekvenciaspektrum josa-

=1,26-107" —ot kaptam. A becsiilt spektrumon

gat mindsitd spektrumtavolsagra D=5~

szamitott idéfiiggvény (35) szerint képzett adattdvolsiga pedig a D" =9.66-10~

értéket vette fel.

Ezek az eltérésjellemzd értékek olyan jonak mindsiilnek, hogy vizudlis kiilonbséget
nem lehetne észlelni - az 1. és a 2. dbrakon alkalmazott dbrazolési Iéptékek alkalmazasa mel-
lett - a szamitott €s a pontos értékek kozott. Egy olyan modszer esetében, amelytdl az adatain-
kat terheld hibaval szembeni rezisztencidt varunk el, hibamentes koriilmények kozott is meg-
bizhat6 eredményre szamitunk. A H-LSQ-FT, amint az eredményekbdl kideriilt, az utobbi
kovetelménynek megfelelt. A zajmentes jel esetében bizonyitotta a mikodOképességét, és

nagyon kedvezd spektrum, ill. idéfiiggvény becsléseket szolgaltatott.

3.2.1.2.2. A H-LSQ-FT modszer vizsgalata Gauss zajjal terhelt jel esetében

Az el6z6 részben bemutatott vizsgalatnal a bemenetként funkcionalo idétartomanybeli

adatsort semmiféle zaj nem terhelte. A zajmentes jelnél a DFT algoritmussal nagyon kivalo
spektrumkozelitést lehetett elérni (D" =5,9-107, 1d. 3. 4bra), ami abbol adodik, hogy a

DFT ugyanarra az e

bazisfliggvény-rendszerre van alapozva, mint a folytonos Fourier-
transzformacio.

A DFT algoritmust vissza lehet vezetni egy linearis inhomogén algebrai egyenletrend-
szer megoldasara. Az azonos szamu ismeretlen paramétert és ismert bemeneti adatot tartalma-
70, egyértelmiien meghatarozott feladat eldnye zajmentes esetben nyilvanvalo, hiszen a nume-
rikus hibaktdl eltekintve egzakt megoldasa van. A H-LSQ-FT mddszerrel elérhetd pontossag,
mint lathattuk D,«(H LSOTED _ 107 nagysagrendii, ami gyakorlati szempontbél kielégito.

Ha zaj 1s tarsul az id6tartomanybeli bemeneti adatokhoz, akkor a DFT-vel szamitott
frekvenciaspektrum zajossa valik, amint azt a 4.-7. abrak segitségével szemléltettem. A H-
LSQ-FT modszer viszont tulhatarozott lineéris inverz feladat megoldasara épiil, ami lehetdsé-

get nyljt a frekvenciaspektrumon jelentkezd zaj mértékének csokkentésére. Ennek teljesiilését

vizsgaltam meg, a zajmentes jel id6tartomanybeli értékeihez adott =0, I szorasu Gauss elosz-
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las alapjan generalt z/ zajjal terhelt adatsor segitségével. A zajos jel x(;) iddtartomanybeli, és
DFT-vel szamitott X" frekvenciatartomanybeli képei mar bemutatésra keriiltek a 4. és az
5. dbrakon. A zaj hatasdnak idétartomanybeli jellemzésére szolgald (35) osszefliggésen alapu-
16 adattavolsag értéke D, .;)"""""=0,1032, a DFT-vel szamitott zajos frekvenciaspektrumot
mindsité (33) spektrumtavolsag értéke pedig D)™ V= 0,01075 volt.

A H-LSQ-I-FT modszer frekvenciatartomanybeli zajelnyomo6 képességét bizonyitja az
alabbi spektrumtavolsag érték, melyet az utdna feltiintetett a skalazo tényez6 és M figgvény-
sor hossztsag beallitasok mellett szdmitott spektrum esetében kaptam.

Dy, 1) = 0,005479 a=0,08 M=43 K=1
Osszevetve a DFT eredményét mindsitd Dy, P értékkel elmondhaté, hogy a spektrumta-
volsag (azaz a spektralis zaj mértéke) a felére csokkent, ami l1ényeges javulast jelez a frekven-
ciatartomanyban. A K kondicidszdm nagyon kedvezd értéke pedig az inverz feladat numeri-
kus stabilitasara utal.

A H-LSQ-FT-vel szamitott X, )(H‘LSQ‘F U spektrum valos és képzetes részeit mutatja be
a 10. abra. Ha ezt 0sszehasonlitjuk a 2. dbra elméleti, és az 5. dbra DFT-vel szdmitott zajos
spektrumaival, akkor lathatd, hogy a spektralis csucs kdrnyezetében, valamint az annal na-
gyobb frekvenciak tartomanyaban szépen elnyomja a zajt a H-LSQ-FT. A csucstol az ala-
csony frekvencidk felé haladva megjelenik ugyan a zaj hatadsa, de a DFT-vel kapott ered-

ményhez képest kevésbé zavaré modon.

0.1 0.1

£ 005 — £ 005 —

g - 8 i

3 z

X . g .

£ .0.05 — § -0.05 —

'01 ) I ) I ) I ) '01 ) I ) I ) I )
-40 -20 0 20 40 -40 -20 0 20 40
f[Hz] f[HZ]

10. abra: A Gauss zajjal terhelt jel H-LSQ-I1-FT-vel szamitott spektrumanak valos és képzetes
része

A H-LSQ-FT spektrumon szamitott x.;,""*¢""

(H-LSQO-I-FT) _

1d6fliggvény adattavolsaganak értékeé-

re Dy 1) 0,03468-ot kaptam, ami majdnem haromszor kisebb, mint a zajos beme-

(INPUT)

net D;qy) adattavolsaga. A H-LSQ-I-FT id6tartomanybeli zajcsdkkentd képességét
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(H-LSQ-I-FT)

szemlélteti az 10. dbran lathatd spektrum alapjan szamitott x.; idofliggvény, ame-

lyet a 11. 4bra mutat be.

1 —

(H-LSQ-FT)

I I I I I I I
t[s]

11. &bra: A Gauss zajos jel H-LSQ-FT spektrumén szamitott id6fliggvény képe

A zajos 1dofliggvény 4. abrajahoz képest jol lathato a zaj hatasanak csokkenése. A zajmentes
1. dbrahoz viszonyitva pedig elmondhatd, hogy a H-LSQ-FT spektrumon szamitott id6fligg-
vény esetében a zaj hatdsa leginkabb a hullamcsomag kezdete (1=0s) el6tti szakaszon jelent-
kezik, a bemeneti adatsor zajadhoz képest nagyobb hullimhosszl (kisebb frekvenciaji) kom-
ponensekbdl felépiild szabalytalan undulaci6é formajaban.

Az Hermit fliggvénysoros diszkretizacié paramétereinek (skalazé tényezo, fliggvény-
sor hosszusag) a frekvenciaspektrum becslés pontossagat érintd hatdsara vonatkozo, késobbi-
ekben kifejtésre keriild részletes vizsgalataim alapjan sikeriilt tovabbi javulast elérnem a méd-
szer zajesokkent6 képességének tekintetében. Azt tapasztaltam ugyanis, hogy a zajos x.;)(#)
adatsor megfelel6 7 mértékii idobeli eltolasaval kapott x.;)(#-7) adatsort bemenetként fel-
hasznalva, kedvezdbb spektrumbecsléseket allithatok eld, €s a rajtuk szamitott idéfiiggvények
is jobban megkozelitik a zajmentes jel idofiiggvényét. Ennek a jelenségnek az okat €s vizsga-
latanak eredményeit a 3.4.4. részben targyalom.

Erdemes azonban mér ennél a pontnal megtekinteni a 7,=-0,15s-o0s idébeli eltolas al-
kalmazasa mellett kapott eredményeket. A H-LSQ-FT-vel kapott 12. dbran lathatd spektrum
Hermit fliggvénysoros diszkretizaciojanak paraméetrei a=0,04 és M=25 voltak, a spektrum-
tavolsag pedig Dy ;)" 2" =0,003456-ra csokkent. Ez majdnem haromszoros javulast jelent
a DFT-hez tartozé Dy.;)™"" spektrum tavolsaghoz képest. A spektrumon szépen jelentkeznek
a cstcsok és a megmaradt zaj hatasara jelentkezd hullamzéasok kevésbé zavardak, mint az

1dObeli eltolas-mentes eset 10. abrabeli H-LSQ-FT spektruman
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0.1 — 0.1 —
E 005 — E 005 1
o ]
= 0 — N 0 —
X _ % 4
£ .0.05 — § -0.05 —
-0.1 — 0.1 —
I I I I I I I I I I I I I I
-40 -20 0 20 40 -40 -20 0 20 40
f[Hz] f[Hz]

12. abra: A bemeneti adatsor #y=-0, [ 5s-0s eltolasanak alkalmazasa mellett kapott

frekvenciaspektrum

A 12. abra spektrumahoz tartozé idéfliggvényen is jelentkezik a javulds, ami az adat-
tavolsag D, ;)" 9= 0,02185 értékében és a 13. dbran lathato képen is tiikrozédik. A zajos

(INPUD) adattavolsagahoz képest tobb mint négyszeres a javulas. A H-

bemeneti adatsor D,
LSQ-FT spektrum alapjan szamitott idéfiiggvény ¢=0s el6tti szakaszan csak gyengén jelent-
kezik a visszamaradt zaj hatésa.

A bemutatott képek €és az eredményeket mindsitd értékek egyarant azt bizonyitjak,
hogy az Hermit fliggvénysoros diszkretizaciot alkalmazo legkisebb négyzetek elve szerinti
Fourier-transzformécio (H-LSQ-FT) a Gauss eloszlasu zajjal szemben mutatott rezisztencia-
jénak koszonhetden jelentOs zajelnyomadst képes biztositani a spektrum becslés terén, melynek

eredményeképpen figyelemre mélté modon képes megtisztitani az idétartomanybeli adatsort

1s a zajtol.

(H-LSQ-FT)

I I I I I I I
-1 -0.5 0 0.5 1
t[s]
13. ébra: A bemeneti adatsor #p=-0,  5s-os eltolasanak alkalmazasa mellett kapott H-LSQ-FT

spektrumon szadmitott idéfliggvény
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3.3. Az iterativ Gjrasulyozas elve szerinti Fourier-transzformacio Hermit fiiggvénysoros

diszkretizacio esetén: H-IRLS-FT

A legkisebb négyzetek elvének (LSQ) alkalmazéisa olyan inverz feladatok esetében
vezet megbizhaté megoldashoz, amikor a feldolgozand6 adatokat érintd véletlen valtozasok
Gauss eloszlast kovetnek. A gyakorlati adatrendszerek igen sokszor ettdl eltérd, sot olykor
nem is ismert eloszlasu zajjal terheltek. Tovabbi problémat jelent a kiugroan nagy értékil hi-
bak gyakori eldfordulasa, ami legtobbszor a Gauss-nal szélesebb szarnyu hibaeloszlasokhoz
(pl. Cauchy eloszlas) kapcsolodik. Ilyen esetekben az LSQ mddszer nem ad optimalis ered-
ményt. Eppen emiatt kapnak fontos szerepet a geofizikai inverzioban azok az eljardsok, ame-
lyek robusztus ¢€s rezisztens viselkedéssel jellemezhetdk, azaz a hibaeloszlasok széles korében
¢s kiugro hibak jelenlétében is jo eredményeket szolgaltatnak.

A 3.1. részben Hermit fliggvénysoros diszkretizacié alkalmazasa mellett levezetett G
matrix elemei segitségével a mért és szamitott adatok sulyozott normajanak minimalizalasara
épitett inverzios algoritmusok is definialhatok. Az ilyen modon eldallitott G matrixot beépitve
az 2.2. alfejezetben bevezetett IRLS-FT eljarasba a H-IRLS-FT algoritmust fogalmazhatjuk
meg. Ennek elsd [épésében a matrix konkrét alakjat felhaszndlva eldallithatjuk a szamitott

adatok rendszerét a (21) segitségével. Ezutan a mért €s szamitott adatok kiilonbségével defini-
alt e=x" —Gec eltérésvektor (24) szerinti silyozott normajanak minimumat keresve jutunk
eredményre, a (25) Osszefliggéssel megadott Cauchy stlyok alkalmazasa mellett. Mivel a w,

suly maga is tartalmazza az ismeretlen sorfejtési egyiitthatokat, a (24) kifejezés az ismeretle-

nekben nem kvadratikus, ezért a

w20, (=L..M)

feltételhez kotott minimalizalds nemlinearis egyenletrendszerre vezet. Hermit fliggvények
szerint diszkretizasdldsa esetén is alkalmaznunk kell az iterativ ujrastlyozds moédszerét
(IRLS), vagyis az i-edik iteracios 1épésben a (i-/)-edik Iépés eredménye alapjan szamitott
sulyvektor kertil felhasznalasra. A normalegyenlet igy a stlyozott legkisebb négyzetek linea-
ris modszerének felel meg €s a 3.1.-ben levezetett G matrix elemekkel felirt (26) egyenlet-
rendszerre vezet.

Az HERMIT FUGGVENYSOROS DISZKRETIZACIOT ALKALMAZO ITERATIV UJIRASULYOZAS
MODSZERE SZERINTI FOURIER-TRANSZFORMACIOT (a tovabbiakban csak a roviditésével azono-

sitva H-IRLS-FT) a fentiek szerinti eljarassal definialjuk. Az eljarassal becsiilt sorfejtési
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egyltthatokat a véges hosszisagu Hermit fliggvénysorba helyettesitve, a (28) Osszefliggés

alapjan kapjuk meg a bemeneti adatsor becsiilt frekvenciaspektrumat.

3.3.1. A H-IRLS-FT eljaras numerikus vizsgalata

Annak érzékeltetésére, hogy a Gauss eloszlasu zajjal terhelt jel esetében hatékony zaj-
csokkentést biztosit6 H-LSQ-FT mddszer alkalmazasa milyen eredményre vezet kiugrd érté-
keket produkalé hibaeloszlas esetén, a 6. abran mar bemutatott zajos idétartomanybeli adat-
sort hasznaltam fel bemenetként. Ennek alapjat az 1. dbra zajmentes id6fliggvénye képezte,
amihez a 0=0,1 sz6rasu Gauss eloszlast kovetd zajon kiviil, az adatok egyenletes valoszinii-
ség alapjan kivalasztott 10 %-at érintd tovabbi, az el6zohoz képest joval nagyobb szorasu
(0=2) Gauss eloszlast zajt adtam. Az igy eléallitott nem Gauss eloszlasu zaj értéksorat a to-
vabbiakban jeldlje z2, a zajos 1dofliggvényt pedig x». Ennek a zajos iddsornak a zajmentes-
hez képesti eltérését jellemz6 adattavolsaga D > )(IN PUD=0,6356 volt.

A 7. 4dbran lathato az erdsen zajos jelnek a DFT-vel szdmitott spektruma. A DFT éaltal
az idOtartomanybol atvitt zaj szinte felismerhetetlenné tette a zajmentes jel 2. abran megjele-
nitett spektrumat. A DFT spektrumban jelentkezd erdteljes zajhatds megmutatkozik a spekt-
rumtavolsag értékében, ami Dy "=0,06223-re novekedett. A kiugro zajértékeknek ko-
szOnhetd romlés tehat mindkét mennyiség tekintetében tobb mint hatszoros az el6z6 részben
ismertetett Gauss zajos jel megfeleld értékeihez képest.

A legkisebb négyzetek elve szerinti inverzios feladatmegoldéasra épiild H-LSQ-FT
moddszer alkalmazéasaval a legkedvezObb eredményhez vezetd 7y=-0, Is idObeli eltolds, a=0,02
skalazo tényezd és M=7 fiiggvénysor hosszusag értékek beallitasaval kaptam a 14. abran 1at-
hat6 becsiilt spektrumot. Az eredményt minGsité spektrumtavolsag értéke Dy, ¢
FD=0,01894-re valtozott, ami valamivel tobb mint haromszoros javulast jelent a DFT ered-
ményének Dy .,""" spektrumtavolsigahoz képest. Ha a 14. abrat 6sszehasonlitjuk a 7. &bra-
val, akkor a javulas szemmel lathatd. A spektralis csticsok kiemelkedtek a zajbol €s a vissza-
maradt zaj altal okozott hullamzas is elviselhetébb. A zajmentes jel 2. abran lathat6 spektru-
mahoz képest azonban még mindig kedvezbtlen a kép.

A H-LSQ-FT spektrum alapjan szdmitott, 15. dbran lathat6 idéfliggvény esetében talan

még kedvezotlenebbnek itélhetd meg a helyzet. Az adattdvolsdg ugyan D,,mm,(zg)(H‘LSQ‘

D=0, 1197-re valtozott, ami tobb mint 6tsz6rds javulast jelent a zajos bemenet D,,(Zg)(mp v

értékéhez viszonyitva, a képen azonban erdteljes csonkulast tapasztalhatunk a zajmentes jel 1.
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abrabeli id6fliggvényéhez képest. Eltlintek a kiugrd zaj értékek ¢és a Gauss eloszlastu alapzaj
sem lathatd, de ennek az arat a hasznos informaciotartalom egy jelentds részének eltavolitasa-
val fizetjiik meg.

A kedvezd jelenségek ellenére a H-LSQ-FT-vel kapott eredmény mindsége meg sem
kozeliti a Gauss zajjal terhelt jel esetében biztositott eredményt (12.-13. abra). Ebbdl egyér-
telmiien arra lehet kovetkeztetni, hogy a H-LSQ-FT moddszer érzékenyen reagdl a zaj eloszla-
sanak a Gauss-hoz képesti médosuldsara, és a kiugrd értékli hibak megjelenésére. Ennek meg-
felelden a H-LSQ-FT sem robusztusnak, sem rezisztensnek nem mindsithetd. Ez a megallapi-
tas teljesen 6sszhangban all azzal a ténnyel, hogy az LSQ moddszer csupan Gauss eloszlasu

zajt hordoz6 adatrendszerek inverziojanal ad jo (optimalis) eredményt.

0.1 — 0.1 —
E 005 — £ 005 —
g ]
2 7 z T
><: = ><E _
£ .0.05 — 5 -0.05 —
-0.1 — 0.1 —
) I ) I ) I ) ) I ) I ) I )
-40 -20 0 20 40 -40 -20 0 20 40
f[Hz] f[Hz]

14. dbra: A H-LSQ-FT-vel szamitott frekvenciaspektrum kiugro értékeket produkalod zajjal

terhelt jel esetében

(H-LSQ-FT)
o
1

T T T T T T T
-1 -0.5 0 0.5 1

15. dbra: A H-LSQ-FT spektrumon szamitott idéfliggvény kiugrd értékeket produkald zajjal

terhelt jel esetében
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A 2.2 alfejezet (25) formuldjaval bemutatott Cauchy-stlyokkal definidlt norma mini-
malizalasat megvaldsitdo IRLS modszert alkalmazva a Fourier-transzformalt inverzios eldalli-
tasara és kombinalva az Hermit sorfejtéses diszkretizacioval, egy olyan mddszerhez jutottam,
ami nagyon elonyds tulajdonsagokat mutat a Gauss-tdl jelentdsen eltérd eloszlast zajok ese-
tén is. Ez a H-IRLS-FT-vel jelolt médszer (Hermit sorfejtéses diszkretizaciot alkalmazo itera-
tiv Ujrastilyozas szerinti Fourier-transzformacio) a 6. abran bemutatott durvan zajos iddtarto-
manybeli bemend adatsor esetén, #y=-0,15s iddbeli eltolas, a=0,04 skalazo6 tényezd ¢s M=20
fliggvénysor hosszusag értékek bedllitdsa mellett a 16. abran lathato spektrumot eredményez-

(HARLSFD = 0 004100 —re csokkent, ami /5-szords javuldst jelent a

te. A spektrumtavolsag Dy )
DFT eredményéhez képest. Az abrat Gsszevetve a 7. dbra DFT-vel kapott erdsen zajos spekt-
rumaval, elsé rdnézésre szinte hihetetlen valtozast tapasztalhatunk.

A H-IRLS-FT spektrum alapjan szamitott idéfliggvény 17. dbran megjelend képe
ugyanilyen hatést kelt, amikor dsszevetjiik a zajos idétartomanybeli adatsor 6. dbrabeli képé-
vel. Ez a rendkiviili javulas az idétartomanybeli eredményt mindsité adattavolsag D,,(Zg)(H‘IRLS‘

D= 0,02592 értékében is nyomon kovethetd, hiszen ez 24-szer kisebb, mint a zajos bemenet

D, ™D adattavolsaga.
0.1 — 0.1 —
£ 0.05 — g 0.05 —
2 - z -
i ]
5&\ 0 — g 0 —
X s 0" -
T -0.05 — EL -0.05 —
-0.1 — 0.1 —
1 I 1 I 1 I 1 T I T I T I T
-40 -20 0 20 40 -40 -20 0 20 40
fHZ] f[Hz]

16. abra: A H-IRLS-FT-vel szamitott frekvenciaspektrum kiugro értékeket produkalo zajjal

terhelt jel esetében
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(H-IRLS-FT)

Xa2)

17. dbra: A H-IRLS-FT spektrumon szamitott id6fliggvény kiugro értékeket produkalo zajjal

terhelt jel esetében

A H-IRLS-FT-vel kapott eredmények egyértelmiien bizonyitjak, hogy a modszer kiug-
ro értékeket produkald zaj esetében rezisztens modon viselkedik, és nagyon kedvezd zajcsok-
kent6 hatést képes kifejteni a becsiilt frekvenciaspektrumra, valamint a beléle szamitott ido-

fliggvényre vonatkozdan.

3.3.1.1. A H-IRLS-FT modszer vizsgalata Cauchy eloszlast koveto zajjal terhelt jel ese-
tében

A H-IRLS-FT moédszer kiugré zajértékekkel szembeni rezisztencidjan tul a robusztus-
sagara is kivancsi voltam. Ennek vizsgilata érdekében allitottam el a 18. 4dbran lathato,
S$=0,04 skalaparaméteri Cauchy eloszlas alapjan generalt z3 zaj értéksorral terhelt, x.3) 1d6-
tartomanybeli adatsort. A Cauchy eloszlas a széles szarnyu (a Gauss eloszlas stirliségfiiggvé-
nyétdl sokkal lassabban lecsengd stiriségfliggvénnyel rendelkezd) valoszinliségeloszlasok
kozé tartozik. Emiatt gyakran alkalmazzik kiugrd értéki hibakat (impulzusszerii zajt) produ-
kalé kornyezetek szimulalasara is. A 18. dbran jo1 megfigyelhetd ez a tulajdonsdga a hullam-
csomagra telepedd zajnak. A zaj hatasara jelentdsen megnovekedett értéktartomany miatt, a
koordinata rendszer fliggdleges tengelyén alkalmazott dbrazolasi 1éptékét az idétartomanybeli
képekre értekezésemben altalanosan alkalmazotthoz képest felére csokkentettem.

A zajos bemeneti adatsornak a zajmentes jelhez viszonyitott idétartomanybeli torzula-
sat jellemzd adattavolsag értéke D,,(Z3)(INP UD=() 45544 volt. A 19. 4dbra a DFT-vel szdmitott
rendkiviil zajos frekvenciaspektrumot mutatja be. A DFT-vel a frekvenciatartomanyba atvitt

zaj mértékét szamszerisité spektrumtavolsagra Dy.5®""=0,045829 értéket kaptam.
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X3

18. abra: S=0,04 skalaparaméterii Cauchy eloszlasu zajjal terhelt jel idétartomanybeli képe

19.

— 0.1

— 0.05

a ><3

50
— -0.05
— -0.1
) I ) I ) I ) I ) I ) I ) I ) I
-40 -20 0 20 40 -40 -20 0 20 40
f[Hz] f[Hz]

abra: A Cauchy eloszlasu zajjal terhelt jel DFT-vel szamitott frekvenciaspektruma

A H-IRLS-FT-modszer alkalmazéasaval varakozasomnak megfeleléen, a Cauchy elosz-

last kovetd zaj esetében is kivaldo eredményt kaptam. A 20. dbran lathatdé spektrumhoz #)=-

0,15s-es idobeli eltolas, a=0,08 skélazd tényezd ¢s M=33 fliggvénysor hosszusag értékek

beallitasaval jutottam. A DFT eredmény¢hez képest szembetiind a javulas, amit a spektrumta-

volsag Dy 351 =0,002798-as értéke is tiikroz. Ez utobbi 16-szoros csokkenést mutat a

DFT spektrumtavolsagédhoz képest.

Az eddigiek alapjan talan mar nem is olyan meglepd, hogy a H-IRLS-FT spektrum

alapjan szamitott, 21. dbran lathato idéfliggvény esetében is rendkiviil jo eredményt kaptam.
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A szamitott idéfliggvény adattavolsaga D,,(Z3)(H‘IRLS‘F D=0,01770-es értékkel jelzi a zajos be-

menet D, 3 )(IN PUD adattavolsagahoz képesti 25-szoros javulast.
0.1 — 0.1 —
£ 005 — £ 005 —
9 z
£ 7 z 7
5@ 0 — g 0 —
X s 9! -
£ .0.05 — § -0.05 —
0.1 — 0.1 —
) I ) I ) I ) ) I ) I ) I )
-40 -20 0 20 40 -40 -20 0 20 40
f[Hz] f[Hz]

20. abra: A H-IRLS-FT-vel szamitott frekvenciaspektrum Cauchy eloszlasu zajjal terhelt jel

esetében

(H-IRLS-FT)

Xa3)

21. dbra: A H-IRLS-FT spektrumon szamitott id6fliggvény Cauchy eloszlast zajjal terhelt jel

esetében

A H-IRLS-FT robusztussaganak tovabbi bizonyitékat jelenti a modszernek a z/ Gauss
eloszlast kovetd zajjal terhelt x;) adatsoron elvégzett vizsgalat eredménye. A #)=-0,15s-es
iddbeli eltolas, a=0,08 skéalazéd tényezd és M=33 fliggvénysor hosszisag értékek beallitdsa
mellett szamitott spektrumot mindsitd spektrumtavolsagra Df,(zl)(H'IRLS'FT):O, 003592, a spekt-
rumon szamitott id6fliggvény adattavolsagara pedig Dt(zl)(H'IRLS'FT)ZO, 02271 értékeket kaptam.
Ezeket 0Osszevetve a 2.2.3.2. részben bemutatott H-LSQ-FT eredményekkel
(D)™ =0,003456, D, )" V= 0,02185, ty=-0,15s, a=0,04, M=25) csak nagyon

i

kis kiilonbség tapasztalhato.
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A H-IRLS-FT tehat a Gauss és a Gauss-tdl tavol esé Cauchy eloszlasu zajok esetén is
képes hatékonyan elnyomni a zajt. Ennek kdszonhetéen a modszer alkalmazadsaval a zajra
érzékeny DFT-vel szamitott spektrumtol eltérd, a zajmentes jelet jol kozelitd eredményhez
juthatunk. A H-IRLS-FT egyetlen hatranya a H-LSQ-FT-hez képest az iteracios algoritmus

nagyobb processzor iddigénye.

3.4. A frekvenciaspektrum Hermit fiiggvénysoros diszkretizaciojara vonatkozé tovabbi
vizsgalatok

Az Hermit fliggvénysoros diszkretizaciot alkalmazé INVERZIOS FOURIER-TRANSZ-
FORMACIO eljarasainak esetében szamolni kell két olyan paraméterrel, melyek értékeit még a
direkt feladat G matrixanak eldallitasa eldtt rogziteni kell, tehat a priori ismertnek kell tekin-
teni azokat. Az Hermit fliggvénysor a-val jelolt skalazo tényezdje a matrix elemeinek értékét,
a fliggvénysoron beliili tagok szdmat azonositd, M-el jelolt fliggvénysor hosszasag pedig a
matrix méretét és elemeinek értékét egyarant befolydsolja.

Az M értékének megvalasztisara vonatkozdan két egymasnak ellentmond6 igény me-
riil fel. Egyrészt a sorfejtésben figyelembe vett fliggvények szadmanak novelése mellett joggal
varhato el a frekvenciaspektrum kozelitésének javulasa. Ezzel szemben hato tényezd, hogy az
ismeretlen sorfejtési egylitthatok szdmanak novelése csokkenti az inverz feladat talhatarozott-
sadgat, ami egy hatdron tul az inverz feladat numerikus instabilitasahoz, és ezen keresztiil az
eredmény csokkend megbizhatosagahoz vezet.

Az eldzetesen beallitando diszkretizacids paraméterek hatdsanak vizsgalata, és a leg-
jobb eredmények eldallitasa érdekében az a és M paraméterek értékét egy-egy tartomanyon
beliil valtoztattam. A fliggvénysor hosszat meghatdrozd M paraméter értékének tartomanyat
az [1 ; 82] intervallum felvételével rogzitettem. Ennek a tartomanynak még a fels0 hatara
esetén is jol teljestilt a tulhatarozottsag feltétele ( N>M, N=401), ugyanakkor a paraméterek
értékeinek a tartomanyon beliili valtoztatasdval a spektrumkozelités mindségének széles ska-
laja mutathat6 be.

Az a skalazé tényez0 valtoztatasi tartomanyanak kijelolésekor a vizsgélatok soran fel-
hasznalt jel spektrumdnak savszélességét viszonyitottam kvalitativ médon az Hermit fligg-
vényrendszer kiilonbozo skalazo tényezdji sulyfiiggvényeihez. A spektrumhoz képest tulsa-
gosan lassu ¢€s tulsagosan gyors lecsengéssel bird sulyfliggvényeket kizartam a vizsgélatbol.
Ez alapjan korlatoztam a skalazé tényezd valtoztatasat a /0,01 ; 0,5] tartomanyra, melyen

beliil Aa=0,01 1€péskoz alkalmazasaval diszkretizaltam az egyébként folytonos mennyiséget.
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Az elvégzett vizsgalatok soran arra kerestem a valaszt, hogy az Hermit fliggvénysoros
spektrum diszkretizacid a és M paraméterei milyen mértékben, és hogyan befolyéasoljak a be-
csiilt spektrum, ill. a rajta szamitott idéfliggvény pontossagat a zajmentes ¢€s a kiilonbozé el-

oszlasu zajokkal terhelt jel esetében.

3.4.1. H-LSQ-FT spektrumtavolsag és adattavolsag térképek a zajmentes jel esetében

A 2.2.3.1. részben bemutatott spektrumtavolsag €s adattavolsdg eredmények bizonyi-
tottak, hogy a H-LSQ-FT-vel kivaloan lehet kozeliteni a zajmentes bemeneti iddsor frekven-
ciaspektrumat. A skéalazoé tényezo €s a fiiggvénysor hosszusag értékek kiilonb6z6 kombindcioi
mellet azonban eltéré mindségii eredményeket kapunk.

Ennek a jelenségnek a vizsgalata érdekében készitettem el a spektrumtavolsag térképet
a zajmentes jelre vonatkozdan, melyet a 22. dbra mutat be. A térkép vonatkozasi rendszerének
mennyiségei az a skalazo tényezd és az M fiiggvénysor hosszusdg, az dbrazolt tematikus di-
menzid szerepét pedig a H-LSQ-FT-vel kapott spektrumot mindsitd D,«(H‘LSQ‘F D spektrumta-
volsag jatssza. Az a skalazé tényezo értékét a numerikus futtatasokban 0.017-t61 indulva diszk-
rét értékkel (0.01) noveltem a fent emlitett /0,01 ; 0,5] tartomanyban.

A térkép alapjan jol lathatd, hogy a legkedvezdbb spektrumtavolsag értékeket lehata-
rolo fekete teriilet elhelyezkedése a hosszabb Hermit fiiggvénysorok alkalmazasdhoz kapcso-
l6dik. A fliggvénysor hosszanak tovabbi ndvelésével elméletileg még jobb eredményeket kel-
lene kapni, azonban a tapasztalat azt mutatja, hogy ebben a skéalazé tényezd tartomanyban a
80-nal tobb tagbol épitkezd fliggvénysorok esetében az inverz feladat matrixanak kondicio-
szdma rohamosan megnd, €s ezzel egyiitt a spektrumtavolsdg is romlani kezd. Ezt a hatést
egyrészt a talhatdrozottsdg csokkenése, masrészt a nagy fokszami Hermit polinomok ¢és a
hozzajuk tartoz6 normald tényezOk szamitasanak numerikus pontatlansaga okozza.

A skélazé tényezOre vonatkozdan megallapithatd, hogy a fliggvénysor hosszlisag
csokkenésével egyre keskenyebb lesz az a tartomany, melyen beliil a legjobb eredményeket
kaphatjuk. Ennek megfelelden a spektrumtavolsdg romlasa ékhez hasonlé alakot mintdzo
izovonalak rendszerét hozza 1étre. Ebbdl arra lehet kdvetkeztetni, hogy a hosszabb fliggvény-
sorok szélesebb skalazé tényezd értéktartomanyban képesek hasonldan jo eredményeket pro-

dukalni.
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22. abra: A zajmentes jelre vonatkozd D spektrumtavolsag értékének fliggése a ska-

laz6 tényezotdl €s a fliggvénysor hosszatol

Az a skalazo tényez06tdl és az M fliggvénysor hosszisagtol fliggd eredmeények mindsi-
tésére a frekvenciatartomanyon til az idétartomdnyban is lehetdség van. A 23. abra térképe a
H-LSQ-FT-vel kapott frekvenciaspektrumokon szamitott id6éfliggvények zajmentes jelre vo-

natkozo DAY

adattavolsag értékeinek alakuldsat mutatja be. A 22. abraval 6sszehason-
litva észrevehetd, hogy az adattavolsag szempontjabol legkedvezébbnek mindsiild fekete terii-
let a spektrumtavolsag térképhez képest eltolddott a hosszabb fliggvénysorok iranyaba. Emiatt
a spektrumtévolsag és az adattavolsag minimumai nem esnek egybe.

A két minimumhelyhez kapcsolodd mennyiségek értékeit mutatja be az 1. tablazat. A
nagyobb fliggvénysor hossziisdg elonydsebb az adattdvolsag szempontjabol, &m ez a kondi-
ci6szam jelentds megndvekedésével jar egyiitt. A numerikus instabilitds ndvekedése a frek-
venciatartomanyban mar hamarabb érezteti a hatasat, ¢s emiatt jelentkezik a spektrumtavolsag
minimuma valamivel alacsonyabb fliggvénysor hosszasagnal. A két minimumhelyhez tartozo

spektrumtévolsag ¢és adattavolsag értékek ugyanakkor olyan kis mértékben térnek el, hogy a

szamitott spektrumok ¢€s idéfliggvények kozott vizudlisan nem lehet kiilonbséget tenni.
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23. abra: A zajmentes jelre vonatkozo6 D,

fliggvénysor hosszusag (M)

tényez6tol €s a fliggvénysor hosszatol

(H-LSO-FT)

0.2

0.1

—10.05

adattavolsag értékének fliggése a skalazo

spektrumtavolsag | adattavolsag s!(alaZ(,), fuggver,1y§or kondiciészam
Df(H.LsQ. FT) Dt(H.LsQ. FT) tenyezo hosszus ag ( K)
(@) ™M)
spektrumtavolsag 1,26-10° 9,66-10" 0,09 75 147,76
minimuma
adattavolsag mi- 8,98-10" 7,710 0,09 82 1,96-10°
nimuma

1. tablazat: A spektrumtavolsag €és az adattavolsadg minimumaihoz kapcsoloédd mennyiségek

értékei zajmentes jel esetében

A nagy fliggvénysor hosszaknal mutatkozo kiilonbségek ellenére, a spektrumtavolsag és

az adattavolsag térképek alapvetden kozdsnek mondhaté informacidtartalma azt fejezi ki,

hogy a vizsgalt jel szempontjabol kedvezé H-LSQ-FT eredményeket biztositd skalazo ténye-

z0 ¢s fliggveénysor hosszusag értékek a térképek jobb also sarka (kis skalazéd tényezo értékek

¢s nagy fliggvénysor hosszak) felé koncentralodnak.

3.4.2. H-LSQ-FT spektrumtavolsag és adattavolsag térképek a Gauss zajjal terhelt jel

esetében

A 3.2.1.2.2.. részben bemutatott eredmények a 4. dbran lathaté Gauss eloszlast kdvetd

zajjal terhelt jel esetében bizonyitottdk a H-LSQ-FT modszer hatékony zajelnyomo-

-43 -




képességét. Az a skalazo tényezo valamint az M fiiggvénysor hosszisag valtozasok Dﬁ(Z])(H_

LSOLED spektrumtavolsagra és Dy 1 )(H'LSQ'I'F D

adattavolsagra vonatkozé hatasanak tanulma-
nyozasa érdekében, elkészitettem a 24. abra spektrumtavolsag. és a 25. dbra adattavolsag tér-
képeit.

A spektrumtavolsag térképen a sotétebb arnyalatu teriiletekhez kapcsolodd kedvezébb
eredmények a térkép jobb als6 sarka (alacsony skalazo tényezo érték, kozepes ill. nagy fiigg-
vénysor hosszisagok) felé alakultak ki, hasonl6an a zajmentes esethez (22. abra). A két eset
spektrumtavolsag térképei kozotti kiillonbség egyrészt a spektrumtavolsag értékek zajnak ko-

szonhetd altalanos megnovekedésében, masrészt a legjobb értékeket tomoritd fekete teriilet-

nek a kozepes fliggvénysor hosszusagok felé tortént elmozdulasaban jelentkezik.
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24. 4bra: A Gauss zajjal terhelt jelre vonatkozd Dy spektrumtavolsag értékének

fliggése a skalazé tényezo6tdl és a fliggvénysor hosszatol

A rovidebb Hermit fliggvénysor alkalmazasaval bizonyos mértékii simit6 hatast fejthe-
tiink ki a I-FT valtozataival becsiilt spektrumra vonatkozoan. Zajmentes esetben ez a simitd
hatas informacié veszteséget okoz, hiszen elkeni az idotartomanybeli valtozasok frekvencia-
tartomanyban megjelend hatasainak egy részét. Emiatt a rovidebb fliggvénysorok hasznalata a
spektrum diszkretizacidjaban elénytelennek mindsiil zajmentes esetben, amit a 22. és 23. abra
térképei is alatdmasztottak.

Zaj jelenlétében viszont ezt a simitd hatast kamatoztatni lehet a zaj altal okozott hirte-
len értékvaltozasok hatdsainak elnyomasaban, ezért a megfeleléen rovid fliggvénysorok va-

lasztasa a spektrum diszkretizacidjahoz kedvez6bb eredményekhez vezet. Ennek kdszonhetd
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az a rezisztencia, amit a H-LSQ-FT moddszer képes biztositani Gauss eloszlasu zaj esetén. (A
DFT a zajjal szemben semmiféle rezisztenciat nem mutatott).

Az izovonalaknak a nagyobb fliggvénysor hosszak felé kinyilo ékszer(i alakja mutatja,

hogy a hosszabb fliggvénysor a skalazo tényezd szélesebb értéktartomanyaban képes hasonlo-
an pontos spektrumkozelitést biztositani. A fekete teriileten beliili eredmények a DFT-vel
szamitott spektrumhoz képest nagyjabol kétszeres javulast biztositanak a spektrumtavolsag
tekintetében. A teriilet viszonylag jelentds kiterjedése arra utal, hogy a skalaz6 tényezo ¢€s a
fliggvénysor hosszusag értékeinek kedvezd kombinacidji megvalasztasaban bizonyos mérté-
ki szabadséagot is megengedhetiink magunknak.
A 26. adbran a nagy fliggvénysor hosszisagokndl jelentkezd erdteljes szabalytalansdg az
izovonalak futdsaban, €s ezzel egylitt a spektrumtavolsdg gyors romlasa az inverz probléma
numerikus instabilitasanak megnovekedésével fligg 6ssze. Ezt jelzi a kondicioszam értékének
rohamos novekedése is. Az a=0,08 és M=82 beallitasok mellett példaul a K=1,88-10 értéket
kaptam, mikdozben M=72-nél még K=10,18 volt a kondicioszdm értéke. Ez a romlas a zaj-
mentes eset 24. abran lathato spektrumtavolsag térképén is tapasztalhatd volt, és a 2.2.4.1.
részben ismertetett okra vezethetd vissza.

A Gauss zajos eset 25. abran lathat6 adattavolsag térképét a zajmentes eset 23. abrabe-
11 adattavolsag térképével Osszevetve a zaj hatasara bekovetkezd romlas a térképek értéktar-
tomanyaban azonnal észrevehetd. Ezen kiviil a kedvezd eredményeket lehatarolo fekete terii-
let kézepes fliggvénysor hosszak felé torténd eltolddasaban jelentkezd kiilonbség is megfi-
gyelhetd, ami 6sszhangban all a spektrumtavolsag térképek viszonylataban tapasztaltakkal. A
nagy hosszusagu fliggvénysorokhoz kapcsol6édé numerikus instabilitds a figyelembe vett in-
tervallumon beliil nem jelentkezik az adattavolsag értékek hirtelen romlasdban, ami azt mutat-
ja, hogy az iddtartomanybeli adattavolsag kevésbé érzékeny az Hermit fiiggvénysoros
diszkretizaciobol szarmazo numerikus hibara.

Osszességében elmondhatd, hogy a spektrumtivolsig és az adattavolsag térképek in-
formaciotartalma 6sszhangban all egymassal. A kedvezd spektrumtavolsag értékek hasonldan

kedvez0 adattavolsag értékekkel jarnak egyiitt.
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25. abra: A Gauss zajjal terhelt jelre vonatkozo6 D, ;) adattavolsag értekének fliggése

a skalazo tényezotdl és a fliggvénysor hosszatol

3.4.3. Az Hermit fiiggvénysoros diszkretizacio hataismechanizmusa

A 3.1. alfejezet végén mar megemlitettem, és a 8.-9. dbrakkal érzékeltettem is, hogy az
Hermit fiiggvények az a skalazo tényezo6tol és a fliggvényrendszeren beliil elfoglalt helyiiket
azonosito s sorszamtol fiiggd frekvencia intervallumban képesek részt venni a spektralis in-
formaciotartalom felbontasaban. A fliiggvényrendszer harang alaku,

o’

p(fia)=e ?
sulyfiiggvénye fokozatos levagast eredményez a frekvencia ndvekedésével. Masképpen meg-
fogalmazva, a sulyfiiggvény egy frekvenciatartomanybeli ablakot hoz létre, melynek széles-
sége novekszik a sulyfiiggvény kitevéjében szerepld a skalazo tényezo értékének csokkenésé-
vel. A fliggvényrendszeren beliili s sorszam kdlcsondsen egyértelmli 6sszefliggésben all az
adott Hermit fiiggvény kialakitdsaban szerepld (s-7)-ed foka Hermit polinommal. Az Hermit
polinom fokszdmdnak novelése a zérus helyek ndvekedésén keresztiil egyre stirlibb oszcilla-
ciot eredményez, ¢s a ndvekvd fokszdmul hatvanyfliggvények polinomon beliili megjelenésé-
vel egyre inkébb késlelteti a sulyfiiggvény lecsengést okozo hatasat a fiiggetlen valtozo (eb-
ben az esetben a frekvencia) nagyobb értékei felé. A nagyobb sorszamii Hermit fliggvények
tehat szélesebb frekvenciatartomanybeli ablakot eredményeznek ugyanazon skalazo tényezd
érték mellett. Amikor véges Hermit fliggvénysort alkalmazunk a frekvenciaspektrum kozeli-

tésére a (28) szerint, akkor a skéalazo tényezon tul a sor kialakitasaban résztvevd legnagyobb
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sorszamu Hermit fiiggvény hatarozza meg alapvetden a frekvenciatartomanybeli ablak széles-
ségét. A legnagyobb sorszdmu tag s sorszama egyben megadja az Hermit fliggvénysor M
hosszat.

A skélazo tényezo és a fiiggvénysor hosszusag valtozasainak az idétartomanyban is je-
lentkezik a hatdsa. A direkt és az inverz feladatban egyarant szerepld matrix Gy; elemeinek
(29) szerinti eldallitasahoz tulajdonképpen a (27)-beli Hermit fiiggvény inverz Fourier-
transzformaltjat kell meghataroznunk. A dolog érdekessége abban all, hogy az Hermit fligg-

vény inverz Fourier-transzformaltjaban is megjelenik az Hermit polinom €s egy
2771

pa)=e ¢

sulyfiiggvény, ami a megfeleld helyettesitéseket elvégezve a (30) dsszefliggésbol kovetkezik.
Mivel az Hermit fliggvénysor szerint sorba fejtett spektrumnak megfeleld idéfliggvényt az
Hermit fliggvények inverz Fourier-transzformaltjai épitik fel, az id6tartomanyban is ablak
képezddik. Az idétartomanybeli ablak szélessége a skalazd tényezd értékével egyiitt novek-
szik, ami éppen ellentétes a frekvenciatartomanybeli ablaknal érvényes viszonnyal. Ennek
megfelelden a szélesebb frekvenciatartomanybeli ablak keskenyebb idétartomanybeli ablak-
kal tarsul, és forditva. Az Hermit fliggvénysor M hosszusagénak novekedésével mindkét tar-
tomanyban szélesebbé valik az ablak.

Ha a skalazo tényezd értékét az optimalishoz képest nagyra valasztjuk meg, akkor en-
nek az eredménye a frekvenciatartomanyban az lesz, hogy tul alacsony frekvencianal jelent-
kezik a levagas, €s emiatt a zajos jel hasznos informéaciotartalmanak egy része eltavolitasra
keriil. Ezt a jelenséget mutatja be a 26. dbra, amelynek spektrumat a 4. abra Gauss zajos be-
meneti adatsora alapjan, a 10. abran bemutatott H-LSQ-FT spektrumnal alkalmazott, (jo
eredményt ado) a=0,08 skalazo tényezd értéknél joval nagyobb, a=0,25 bedllitasa mellett
kaptam. A fliggvénysor hosszisaga mindkét esetben ugyanaz M=43 volt. Az abran jol lathato,
hogy a hasznos informdaciotartalmat jelentd spektralis csucsok szinte teljesen eltlintek, és ezzel
egyltt az alacsonyabb frekvencidkon a Gauss zaj hatdsa er0sebben is jelentkezik, mint a 10.

abran lathato spektrumnal.
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26. abra: A kedvezonél (a=0,08) nagyobb a=0,25 skalazo tényezd érték, €s valtozatlan
fliggvénysor hosszusag (M=43) beallitasa mellett kapott H-LSQ-FT spektrum

A tul nagy skalazo tényezo6 érték valasztasnak az idOtartomanybeli kovetkezményeit a 27 abra
szemlélteti. A til keskeny frekvenciatartomanybeli ablak til széles idétartomanybeli ablakhoz
vezet, ami nagyobb iddintervallumban engedi at a bemeneti jel valtozasait. Ezzel egyiitt a zaj
hatasa is hosszabb szakaszon jelentkezik, mint a kedvezd skéalazé tényezdvel kapott spektrum
alapjan szamitott 11. abran bemutatott idéfliggvény esetében. A 26. dbra spektruman lathato
volt, hogy a jel energiajanak egy jelentds részét levagta a tul keskeny frekvenciatartomanybeli
ablak, ami miatt az id6tartomadnyban a jel amplitudo atlagosan lecsokkent. Az eredmény tehat

egy nagyobb iddintervallumban hullamzo, jelentds zajhatast tartalmazo idéfiiggvény lesz.

1 —

(H-LSQ-FT)
o

27. ébra: A kedvezoénél (a=0,08) nagyobb a=0,25 skalazo tényezo érték, ¢s valtozatlan fligg-
vénysor hosszusag (M=43) mellett kapott H-LSQ-FT spektrum alapjan szamitott idéfliggvény

Ezzel ellentétes jelenségek kovetkeznek be, ha a skalazé tényezd értékét a kedvezohoz
képest tul kicsire valasztjuk. Erre egy példat mutatok be, melynek eredményeit az a=0,01

skalazo tényezd érték, €s valtozatlanul hagyott fliggvénysor hosszusag (M=43) megvalasztasa
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mellett kaptam a H-LSQ-FT modszer alkalmazasaval. Ebben az esetben az iddtartomany feldl
érdemes megkdzeliteni a problémat. A kis skalazé tényezo érték keskeny ablakot eredményez
az id6tartomanyban, ami a bemend jelbdl szarmazo valtozasokat csak rovid intervallumban
engedi at. Ezt a hatadst mutatja be a 28. abra, melyen a mar emlitett beéllitasokkal kapott

H-LSQ-FT spektrum alapjan szamitott id6fliggvény képe jelenik meg.

1 —

(H-LSQ-FT)

o
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28. abra: A kedvezoénél (a=0,08) kisebb a=0,01 skalazé tényez6 érték, és valtozatlan fligg-

vénysor hosszisag (M=43) mellett kapott H-LSQ-FT spektrumon szamitott idéfliggvény

A keskeny idétartomanybeli ablak tehat jelentds részt tavolit el a jelbdl, annak csonkitasa ré-
vén. Ennek az energiaveszteségnek természetesen a frekvenciatartomanyban is jelentkezik, a
hatdsa, amit a 29. dbra szemléltet. A spektralis csucsok értékei jelentdsen lecsokkennek a zaj
hataséara jelentkezé hullimzasok amplitidoihoz képest. A keskeny idétartomdnybeli ablak
széles frekvenciatartomanybeli ablakkal jar egyiitt, emiatt a zaj hatasa szé€les frekvenciasav-
ban jelentkezik. Az eredmény tehat egy széles tartomanyban hullamzd, a zajmentes jelre (1.

€s 2. abra) vonatkozoan viszonylag kevés informacidtartalommal bir6é frekvenciaspektrum

lesz.
0.1 — 0.1 —
E 005 — £ 005 —
g ]
o 0 — N 0 —
><: - ><§ .
2 -0.05 — § -0.05 —
-0.1 — 0.1 —
I I I I I I I I I I I I I I
-40 -20 0 20 40 -40 -20 0 20 40
f[Hz] f[Hz]

29. abra: A kedvezonél (a=0,08) kisebb a=0,01 skalazé tényezd érték, és valtozatlan

fliggvénysor hosszusag (M=43) mellett kapott H-LSQ-FT spektrum
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A nem megfeleld skalazo tényezd érték valasztas kedvezOtlen hatésait bizonyos mér-
tékig ellenstlyozni lehet a spektrum diszkretizacidjahoz alkalmazott fliggvénysor M hossza-
nak valtoztatasaval. A fiiggvénysor hosszanak novelése ugyanis mindkét tartomanyban széle-
siti az ablakot. A hosszabb fliggvénysor alkalmazdsanak azonban meg van a veszélye is, hi-
szen a rovidebb fliggvénysorok alkalmazasanak kdszonhetd simito hatas lecsokken. A beme-
neti zajjal szembeni rezisztencia pedig ennek a simitd hatasnak a kovetkezménye. A simitod
hatas lecsokkenése bizonyos hataron til mar egylitt jar az eredmény zajjal szembeni érzé-
kenységének megndvekedésével. Ezen kiviil a hosszabb fliggvénysor nagyobb szamu ismeret-
len paraméter bevondsat jelenti az inverz feladatba, ami cs6kkenti a tulhatarozottsagot.

Az emlitett hatdsok bemutatasa érdekében, az el6z6 skalazo tényezo értékek alkalma-
zasa mellett M=63-ra novelt fliggvénysor hossziisaggal is eldallitottam a H-LSQ-FT spektru-
mokat ¢és idéfliggvényeket. A 30. abran lathatd, hogy a tul nagy (a=0.25) skéalazo tényezd
érték miatt kialakuld egyébként tul keskeny frekvenciatartomanybeli ablak szélesebbe valt a
26. abra spektruman tapasztalhatohoz képest, ami lehetévé tette a Iényeges informdciotartal-
mat képviseld spektraliscsticsok megjelenését. Az alacsonyabb frekvencidkon érvényesiild
kedvezOtlen zajhatas jelentkezése viszont tovabbra is megmaradt, hiszen a nagyobb fligg-
vénysor hosszusag inkabb noveli, de semmi esetre sem csokkenti az eredmény zajjal szembe-

ni érzékenységét.

0.1 — 0.1 —
£ 005 — & 005
g 2
3 0 S
< - 3 -
2 -0.05 — § -0.05 —
0.1 — 0.1 —
I I I I I I I I I I I I I I
-40 -20 0 20 40 -40 -20 0 20 40
f[Hz] f[Hz]

30. dbra: A kedvezonél (a=0,08) nagyobb a=0,25 skalazo tényezd érték, és hosszabb
fliggvénysor (M=63) megvalasztasaval kapott H-LSQ-FT spektrum

A 31. dbra mutatja be a spektrumon szamitott idéfliggvény képét. A 27. abraval dssze-
hasonlitva kétféle valtozas figyelhetd meg. Egyrészt a fliggvénysor hosszanak novekedése
tovabb szélesitette az ablakot az idétartomanyban, ami elénytelen hatéassal is jar, hiszen a zaj

hatasanak megjelenését eredményezi még hosszabb tartomanyon. Eldny0s valtozas mutatko-
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zik azonban a hasznos informacidtartalomhoz kothetd jel komponens amplitaddjanak kieme-
Iése terén. Ez a hatas annak koszonhetd, hogy a hosszabb fiiggvénysorral jobban lehet kozeli-

teni a rovid intervallumon jelentdsebb értékvaltozasokat eredményez6 determinisztikus hata-

sokat.

(H-LSQ-FT)

Xz1)

I I I I I I I
-1 -0.5 0 0.5 1
t[s]
31. dbra: A kedvezdnél (a=0,08) nagyobb a=0,25 skalazo tényezd érték, és hosszabb

fliggvénysor (M=63) megvalasztasaval kapott H-LSQ-FT spektrumon szdmitott id6fliggvény

A megnovelt fliggvénysor hosszisag (M=63) hatasat az optimalisnal kisebb (a=0,01)
skalazo tényez0 érték esetén a 32. és 33. abrak mutatjak be. A 32. abran lathat6 idéfliggvény
képét a 28. abraéval 6sszehasonlitva azt tapasztaljuk, hogy a hosszabb fliggvénysor megno-
velte az idétartomanybeli ablakszélességet. Ez a hatds kedvezOnek mindsiil abbol a szem-
pontbol, hogy a hasznos informaciét tartalmazo jel komponens kevésbé csonkul. Ezzel egyiitt
azonban a hulldimcsomagtol balra esé részben a zaj hatasa is hosszabb szakaszon érvényesiil,
ami természetesen hatranyos tulajdonsag. A 33. dbran lathato frekvenciaspektrum esetében a

hosszabb fliggvénysor lehetdve tette a spektralis csucsok jobb kiemelkedését a 29. dbra spekt-

rumahoz képest.

(H-LSQ-FT)

32. abra: A kedvezonél (a=0,08) kisebb a=0,01 skalaz6 tényezd érték, és hosszabb fliggvény-
sor (M=63) megvalasztasaval kapott H-LSQ-FT spektrumon szdmitott idéfliggvény
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33. abra: A kedvezonél (a=0,08) kisebb a=0,01 skalazo tényezd érték, és hosszabb fliggvény-

sor (M=63) megvalasztasaval kapott H-LSQ-FT spektrum

Az a skalazo tényez0 és az M fliggvénysor hosszusag valtozasaval kapcsolatos hatdsok

kvalitativ leirasat foglalja 0ssze roviden a 2. tabldzat a H-LSQ-FT spektrumra, a 3. tdblazat

pedig a H-LSQ-FT spektrum alapjan szamitott id6fliggvényre vonatkozdan.

a=0,01(tul kicsi) a=0,25 (tul nagy)
M=43 széles keskeny frekvenciatartomany-
. frekvenciatartomanybeli ablak, beli ablak
(kozepes) spektralis cstcs elnyomas spektralis cstcs elnyomas
M=63 még szélesebb frekvenciatarto- kevésbé keskeny frekvenciatar-
. manybeli ablak,, tomanybeli ablak,,
(hosszit) spektralis cstics kiemelés spektralis cstics kiemelés

2. téablazat: A skélazo tényezo (a) és a fliggvénysor hosszusag (M) valtozasaval kapcsolatos

hatasok a H-LSQ-FT spektrumra vonatkozdan

a=0,01 (tul kicsi) a=0,25 (tul nagy)
M=43 keskeny széles
. id6tartomanybeli ablak, id6tartomanybeli ablak,
(kozepes) erbteljes jelcsonkulas jel amplitido elnyomas
M=63 kevésbé keskeny idétartomanybe- | még szélesebb
) li ablak, id6tartomanybeli ablak,
mérsékeltebb jelcsonkulas jel amplitado kiemelés

3. tablazat: A skalazo tényezd (a) €s a fliggvénysor hosszusag (M) valtozasaval kapcsolatos

hatasok a H-LSQ-FT spektrumon szamitott idéfliggvényre vonatkozdan
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Az Hermit fuiggvénysoros frekvenciaspektrum diszkretizacid eldzdekben bemutatott
viselkedése természetesen a H-IRLS-FT modszer esetében is érvényesiil. Ennek a mitkddési
mechanizmusnak az ismeretében arra a kovetkeztetésre jutottam, hogy a zajjal terhelt véges
energidju determinisztikus jel idOtartomanybeli adatsoranak a feldolgozdsakor az Hermit
fiiggvénysort nem szabad tul hosszura valasztani, mert az csokkenti az eredmény zajjal szem-
beni rezisztenciajat. A tal rovid fliggvénysor viszont nem képes kovetni a jelben rejld deter-
minisztikus valtozasokat, emiatt torzitja az eredményt. A skalaz6 tényezot a mar megvalasz-
tott fliggvénysor hosszusdghoz kell illeszteni tigy, hogy a két mennyiség egylittes hatdsara
kialakul6 iddtartomanybeli ablak elegendden széles legyen a jel 1ényeges valtozasainak meg-
tartasahoz, ugyanakkor megfeleléen keskeny a zaj okozta véletlen valtozasok hatékony kiza-

rasahoz.

3.4.4. A bemeneti adatsor idobeli eltolasanak hatasa

A H-LSQ-FT-vel kapott spektrumon szamitott 11. abrabeli idoéfiiggvény képének
elemzésekor mar felhivtam a figyelmet arra a jelenségre, hogy a jel felfutasa (¢=0s) elotti r6-
vid szakaszon zavard hullamzas jelenik meg. Az Hermit fliggvénysoros diszkretizacionak
koszonhetd - el6z6 részben ismertetett - id6- €s frekvenciatartomanybeli ablakhatas ismereté-
ben a jelenség mar nem is olyan meglepd. Ez a kedvezdtlen hullamzas az a skalazo tényezo és
az M fiiggvénysor hosszusag altal megszabott szélességli, origéra szimmetrikus iddtarto-
manybeli ablak altal atengedett, a sorfejtés simit6 hatasat magan viseld zajnak kdszonheti a
1étét. Arra is felfigyeltem az el6z0 rész vizsgalati eredményeinek elemzése soran, hogy a simi-
tott zaj olyan szakaszon érvényesiil, ahol a zaj hatdsa domindl a zajmentes jel értékéhez ké-
pest. Figyelembe véve a zajmentes (1. abra) és a Gauss zajjal terhelt (4. abra) idofiiggvénye-
ket, a t=0s-elotti szakasz éppen ilyen kedvezdtlen viszonyokat tiikr6z, hiszen a zajmentes jel
egyébkeént zéro értékeihez viszonyitva nagyok a zajos értékek. Ez ellen nem védekezhetiink az
idétartomanybeli ablak szlikitésével, hiszen akkor a jelet tilzott csonkitod hatas éri, amint azt a
28. abran bemutattam.

A probléma kezelésére a kovetkezd megoldast dolgoztam ki:
a bemend iddtartomanybeli adatsort megfelelden megvalasztott ¢y értekkel eltolom,
amivel a feldolgozads szempontjabol Iényeges, determinisztikus valtozasokat tartal-

mazo intervallumot kedvezdbben illesztem (az a skalazo tényezd és az M fliggvény-
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sor hosszusag értékek megvalasztdsaval szabalyozhatd szélességili), az origora

szimmetrikus idétartomanybeli ablak tartomanyahoz.

Ennek végrehajtasa az algoritmusok szempontjabol az eredeti #; mintavételi idépontok
tyt+ty —ra cserélésében nyilvanul meg, ami a G matrix elemeinek értékét valtoztatja meg. A
modositas a szamitott frekvenciaspektrumra is hatassal van, hiszen az mar nem az eredeti x(¢)
idoéfiiggvény, hanem az x(#-#y) idofiiggvény spektruma kozelitésének fog megfelelni. A
Fourier-transzformaciora vonatkozo iddbeli eltolasi tétel kimondja, hogy a #y-al valoé idébeli
eltolas az e /*™/ komplex periodikus fiiggvénnyel valé szorzast eredményez a frekvenciatar-
tomanyban (Brigham 1974). Ennek ismeretében az iddtartomanybeli eltolds alkalmazasa mel-
lett szamitott spektrum korrigalhato, és eldallithatd beldle az id6tolastdl mentes adatsornak
megfeleld becsiilt spektrum.

Az elvart javulas mértékének ellendrzése érdekében a Gauss zajjal terhelt jelet a
to € {0s -0,1s -0,15s -0,2s -0,25s} idObeli eltolas értékek alkalmazasa mellett dolgoztam fel a
H-LSQ-FT modszer alkalmazédsaval. Mindegyik eltolas értéknél megkerestem az optimalis
spektrumtévolsagot és adattavolsagot biztositdé eredményeket az a skaldzo tényezd valamint a
M figgvénysor hosszusag értékek valtoztatasa mellett. A 4. tablazatban foglaltam Ossze az

egyes eltolasokhoz tartozd optimumok €s optimum helyek jellemzd értékeit.

bemeneti adat- | spektrumtavolsag | adattavolsag skalazo ténye- fiiggvénysor
sor iddbeli elto- minimuma minimuma z0 hosszusag

lasa (t0) D f:min Dt,min a M
Os 0,005479 0,03468 0,08 43
-0,1s 0,004111 0,0259 0,05 30
-0,15s 0,003456 0,02185 0,04 25
-0,2s 0,003496 0,0221 0,05 30
-0,25s 0,003759 0,02376 0,07 39

4. tablazat: A bemeneti adatsor idobeli eltolasanak valtoztatdsa mellett kapott optimumokat

¢s azok helyeit jellemz0 értékek

Az adatokat elemezve egyértelmiien megallapithatd, hogy az eltolas nélkiili #)=0s
esethez képest minden eltolas érték mellett jobb eredmények sziilettek. A pirossal kiemelt
tp=-0,15s-0s eltolds hozta a legnagyobb mértéki javulast. Ha az ehhez kapcsolodd optimalis
adattavolsag ¢€s spektrumtavolsag értékeket Osszevetjik a zajos bementen szamitott

D, e1™""=0,1032 adattavolsag, és a DFT-vel szamitott spektrumra vonatkoz6 spektrumta-
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volsag D)™™ = 0,01075 értékeivel, akkor az adattavolsag tekintetében tobb mint négysze-
res, a spektrumtdvolsagndl pedig majdnem haromszoros javulas tapasztalhat6. Ennek az
eredménynek a 12. és 13. dbran lathato képeit érdemes ismételten osszevetni az idébeli elto-
lastol mentes eset 10. és 11. abraival.

A 4. tablazatot elemezve érdekes jelenséget figyelhetlink meg az a skdlazo tényezd és
a M figgvénysor hosszusagok értékeinek alakuldsaban. A legjobb adattavolsagot és spektrum-
tavolsagot biztosito eltolasnal tapasztalhato a legkisebb skalazo tényezd és fliggvénysor hosz-
szusag érték. Az eltolas mértékének novelése, ill. csokkentése egyarant noveli e két mennyi-
ség ertékét. Ebbol arra a kovetkeztetésre jutottam, hogy a megfeleld mértéki eltolas teszi le-
hetdvé a skalazd tényezotol €s a fliggvénysor hosszusagatol fiiggd ablakhatas legkedvezObb
kialakulasat, és a legjobb zajjal szembeni rezisztenciat eredményezd simitd hatas kifejtését.
Ez az optimum pedig megfelelden kicsi skalazo tényezd ¢€s fliggvénysor hosszasag értékek
mellett kdvetkezik be. Az ennél kisebb értékek mar csak rontandnak az eredményen, mivel
jelentésebb iddtartomanybeli csonkitast €s tulzott simitd hatast fejtenének ki. A nagyobb érté-
kek pedig a zaj hatasanak a feler6sddéséhez vezetnek az eredményben.

A megfeleld idObeli eltolasnak a H-LSQ-FT spektrum szamitésra kifejtett javitd hata-
sanak érzékeltetése érdekében elkészitettem a #p=-0, 15s 1dObeli eltolas alkalmazasaval szami-
tott H-LSQ-FT spektrumok spektrumtavolsaganak térképét, ami a 34. dbran lathat6. Ezt a
térképet az eltolas mentes esetben kapott, 24. dbrabeli spektrumtavolsag térképpel kell 6ssze-
vetni. A szinskéalan két ujabb tartomanyt kellett bevezetnem a spektrumtavolsagoknak az op-
timum kdrnyezetében megnyilvanul6 jelentés javulasa miatt. Erdemes 6sszehasonlitani a két
térképen a Dy <0,006 relacionak eleget tevé eredmények tartomanyanak méretét. Figyelemre
méltd a megnovekedése ennek a teriiletnek, ami nagyobb mozgasteret biztosit a skalazo té-
nyez0 ¢és a fliggvénysor hossziisdg megvalasztasa tekintetében.

A spektrumtavolsag modosulasan kiviil a H-LSQ-FT spektrumok alapjdn szédmitott
idofliggvények adattavolsdgaban bekdvetkezd valtozasokat is vizsgalni kell. Az iddbeli eltolas
mellett eldallitott adattavolsag térképét a 35. abra mutatja be, amit az eltolas mentes eset 25.
abrajaval egybe vetve, a spektrumtavolsagnal tapasztaltakhoz hasonld javuldsok figyelhetdk
meg. A kék szini teriilet megjelenése, €s a fekete nagyobb kiterjedése az adattavolsagok alta-
lanos csokkenését mutatjak ezekben a tartomdnyokban. Ha a spektrumtévolsag térképpel 6sz-
szevetjiik, akkor alapjaban véve Osszhangot lehet tapasztalni a javulast mutato teriiletek kozott
azzal a kiilonbséggel, hogy a nagyon kis skalazo tényezd értékeknél a fliggvénysor hosszusa-

gok novekedésére kedvezdtlenebbiil reagél az adattavolsag.
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34. abra: A ty=-0,15s idobeli eltolas mellett eldallitott H-LSQ-FT spektrumtavolsag térkép

Gauss zajjal terhelt jel esetében
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35. abra: A ty=-0,15s idObeli eltolas mellett eldallitott H-LSQ-FT adattavolsag térkép Ga-
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uss zajjal terhelt jel esetében

3.4.5. A H-LSQ-FT statisztikai vizsgalata Gauss eloszlasu zaj esetében

A H-LSQ-FT Gauss eloszlasu zajjal szembeni rezisztenciajat egy statisztikai vizsgalat
elvégzésével is ellendriztem. Egymastol fliggetleniil generaltam 700 zaj értéksort o=0,1 sz6-
rasu Gauss eloszlas alapjan. Ezek felhasznalasaval a zajmentes jelbol /00 zajos iddtarto-
manybeli adatsort hoztam Iétre. A zajos adatsorok eltérését a zajmentes idofliggvénytol az

atlagos adattavolsaggal jellemeztem, melynek értéke D,”d,;ag(INP D=0, 10068 volt. Az atlaghoz
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viszonyitott relativ szordsra S; e (INPUD =) 03724 értéket kaptam. A DFT algoritmussal szdmi-
tott zajos spektrumok atlagos spektrumtavolsaga D,«;,ar,;ag(D FD=0,010125 volt, a hozza kapcso-
16d6 relativ szoras pedig S .. P""=0,057963.

Az elézéekben bemutatott 7p=-0, 15s idObeli eltolas alkalmazasa mellett, a zajos adat-
sorok mindegyikére vonatkozodan eléallitottam a H-LSQ-FT eredmények alapjan képezhetd
spektrumtévolsadg ¢s adattavolsag térképi adatrendszereket. Ezutan a térképi vonatkozasi
rendszer minden egyes pontjara képeztem a spektrumtavolsag és az adattavolsag atlagértéke-
ket, majd ezekbdl eldallitottam a spektrumtavolsadg és az adattavolsag atlagtérképeket. Ezek
az atlagtérképek jellemzik azt, hogy a H-LSQ-FT-vel kapott eredmények atlagosan milyen jol
kozelitették a zajmentes spektrumot és 1défliggvényt a kiilonbozd skalazd tényezd (a) és
figgvénysor hosszusag (M) értékek kombinacidi mellett.

A bemeneti adatrendszerek eltérése miatt a H-LSQ-FT-vel kapott eredmények mind-
ségében jelentkezd ingadozasok jellemzése érdekében, képeztem az egyes vonatkozasi pon-
tokhoz tartozé spektrumtavolsag €s adattavolsag értékek korrigalt empirikus szoérésait is, majd
a szorasokat osztottam a megfeleld atlag értékekkel. Ezaltal a spektrumtavolsag és az adatta-
volsag relativ szorastérképeihez jutottam, melyek alapjan megvizsgalhatjuk, hogy az egyes
atlagértékek hanyszorosa az a félterjedelem, amelyen beliil a kapott spektrumtavolsagok, ill.
adattavolsagok mozogtak. A relativ szorastérképek értékelése tehat szorosan kapcsolddik az
atlagtérképek tartalmahoz.

A 36. dbra mutatja be a spektrumtavolsag atlagtérképet, ami a kedvezden kis értékek-
hez kapcsolodo kék és fekete teriiletek viszonylataban ugyan némi csokkenést mutat a 34.
abra egyetlen zajos bemenetre vonatkozdan eldallitott spektrumtavolsag térképéhez, ennek
ellenére jelentdsnek mondhato a két térkép kozotti atfedés. A kevésbé kedvezo skalazéd ténye-
z0 értékek hatasat bizonyos hatarokon beliil kompenzalni képes a fiiggvénysor hosszdnak no-

vekedése.
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36. abra: 100 Gauss zajos adatsor H-LSQ-FT-vel tortént feldolgozasaval kapott eredmények

alapjan készitett spektrumtavolsag atlagtérkép

A spektrumtavolsagra vonatkozd, 37. abran lathatd relativ szorastérképen a kedvezo
spektrumtavolsag atlagokhoz kapcsolodo teriiletek 0,7-0,2 kozotti relativ szoras értékekkel
jellemezhetok, ami a spektrumtavolsag értékeinek a 0,0036-0,0072 tartomanybeli ingadozasa-
it jelenti. A zajos adatsorok DFT-vel szamitott spektrumai 0,01/ koriili atlagos spektrumtavol-
sagahoz viszonyitva, még a legrosszabb, 0,0072-es spektrumtavolsag is hatarozott javulast

jelent a frekvenciatartomanybeli jel/zaj viszonyra nézve.
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fliggvénysor hosszusag (M)
37. ébra: 100 Gauss zajos adatsor H-LSQ-FT-s feldolgozasaval kapott eredmények alapjan

készitett spektrumtavolsag relativ szorastérkép

A 38. abran tekinthetd meg az adattavolsag atlagtérkép, melyen a kedvezo kék és feke-
te szinli tartomanyok némileg 0sszezsugorodtak az egyetlen adatrendszer feldolgozasaval ka-

pott 35. abrabeli adattdvolsag térképhez viszonyitva, am jelentds atfedés van kozottik. A
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spektrumtévolsag €s az adattavolsag atlagtérképek kék €s fekete teriileteinek metszetei jelolik
ki azoknak a skalazo tényezd és fliggvénysor hosszusag értékeknek a kombinacioit, melyek
alkalmazasa mellett a vizsgalt jel vonatkozasdban a H-LSQ-FT mddszer jelentds rezisztenciat

képes kifejteni a Gauss eloszlast kovetd zajjal szemben,

0.4 p
- —0.175
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38. dbra: 100 Gauss zajos adatsor H-LSQ-FT-s feldolgozéasaval kapott eredmények alapjan
készitett adattavolsag atlagtérkép

Az adattavolsag relativ szorastérképének 39. abrabeli képe alapjan megallapithato,
hogy a kedvezé adattavolsag atlagokkal jellemezhetd teriiletek a 0, 7-0,15 relativ szoras tarto-
manyba esnek, ami az adattavolsag értékeinek a 0,018-0,046 intervallumon beliili ingadozasat
jelentik. A 100 zajos bemeneti adatsor 0,/ koriili adattavolsag atlaga mellett, ez az ingadozas
meég a legrosszabb esetben is kétszeres javulast jelent.

A két relativ szorastérkép (37. €s 39. abra) 0sszevetése alapjan megallapithato, hogy a
skalazo tényez0 €s fliggvénysor hossziusag értékek kombinacidinak a H-LSQ-FT eredmények-
re nézve kedvez0 teriiletén beliil, a relativ szoras értékek hasonld nagysagot mutatnak, vala-
mint 6sszhangban allnak a zaj értéksorok eldallitasanak alapjat képezd Gauss eloszlas szora-

sanak 0=0, I-es értékével.
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39. abra: 100 Gauss zajos adatsor H-LSQ-FT-s feldolgozasaval kapott eredmények alapjan

készitett adattavolsag relativ szorastérkép

A statisztikai vizsgalat eredményei tovabbi megerdsitést és bizonyitast jelentenek a
H-LSQ-FT modszer Gauss zajjal szembeni rezisztenciaja tekintetében. A gyakorlati alkalma-
zasi modszerek kidolgozasa szempontjabol biztatd, hogy a H-LSQ-FT-vel végrehajtott
spektrumbecslések az a skalazo tényezd és a M fliggvénysor hosszisag értékek viszonylag

széles keretek kozotti szabad megvalaszthatosaga mellett is kedvez6 eredményre vezetnek.

3.4.6. Az idébeli eltolas, a skalazo tényezo és a fiiggvénysor hosszisag értékek megva-

lasztasa Gauss zajjal terhelt jel esetében

Megismerkedve az Hermit fliggvénysoros diszkretizacid miikodési mechanizmusaval,
tisztazva a bemeneti adatsor idébeli eltolasanak jelent6ségét, valamint elemezve a spektrum-
tavolsag és adattavolsag térképeket, a statisztikai vizsgalatok eredményeit, mar elegendd in-
formacioval rendelkeztem ahhoz, hogy bevezethessek egy gyakorlatban is alkalmazhaté tech-
nikat a ¢ idébeli eltolds, az a skalazo tényezo és a M fliggvénysor hosszisag értékek megva-
lasztasara Gauss zajos kornyezetben.

Abbol indultam ki, hogy a jel feldolgozasanak kezdetén csak a zajos idétartomanybeli
adatsor (4. abra) all rendelkezésiinkre. Ennek tulajdonsagai alapjan kell a fentebb emlitett
mennyiségek értékeinek egy kedvezdé H-LSQ-FT spektrumot eredményezd kombinacidjat
kivalasztani. Els6 Iépésben toljuk el a bemeneti adatsort olyan médon, hogy az adatsor

abszolutértékben vett legnagyobb értéke a r=0s-hoz keriiljon. Ha a 4. dbra adatsora esetében
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ty=-0, 1s-os eltolast alkalmazunk, akkor j6 kozelitéssel teljesitettiik az elsé l€pésben foglalta-
kat. Az eltolas eredményét a 40. abra mutatja be. Az elézetes eredmények alapjan mar ismer-
ve, hogy a legjobb spektrumbecsléshez a 1y=-0, 15s —os eltolas vezetett, az els6é 1épésben meg-

valasztott eltolas érték egyaltalan nem tekinthetd kedvezotlennek.

N

o
l

e

0,1s-al eltolt x,,,,

t=

]
-

T T T T 1T T "1 "1 "1 LI
-05 -04 -03 -02 04 O 01 02 03 04 05
t[s]

40. abra: t9=-0, 1s-al eltolt Gauss zajos jel id6fliggvényének részlete

A masodik lépésben olyan a skdlazé tényezd értéket kell valasztani, ami az Hermit
2720

fiiggvények inverz Fourier-transzformaltjaiban megjelend p*(t;a):e_ « sulyfiggvény

szarnyanak szélességét az elsé 1épésben rogzitett idobeli eltolas értékre allitja be. Elegendd
ezt a kivalasztast is vizualis ellendrzés mellett végrehajtani. Esetlinkben az a=0,04 valasztasa
mellett olyan idétartomanybeli sulyfiiggvényhez jutunk, melynek szdrnya a 41. dbran lathato

moddon, a |ty| =0, Is intervallumon beliil gyakorlatilag lecseng.

1.2

0.8 —

0.4 —

p*(ta)

-0.4 ) I ) I ) I ) I ) I ) ) I ) I ) I )
-05 -04 -03 -02 -01 O 01 02 03 04 05
t[s]
41. ébra: a=0,04 skalazé tényez6ji Hermit fliggvények inverz Fourier-transzformaltjainak

p*(t;a) sulyfiiggvénye

A harmadik Iépésben olyan véges Hermit fliggvénysort kell valasztani, aminek a ki-

alakitasaban szereplo legnagyobb s sorszamu Hermit fliggvény inverz Fourier-transzformaltja,

-61 -



a bemeneti adatsor determinisztikus valtozasokat magaba foglald #=0s-ra szimmetrikus inter-
vallumanak hatdran cseng le. A zajok hatdsa miatt ennek az intervallumnak a hatérat is ele-
gendd csak szemrevételezés utjan megallapitani. A 40. abra alapjan ezt az intervallumot az
origdra szimmetrikus r=0,3s sugarral adtam meg. Az Hermit fliggvények inverz Fourier-
transzformaltjainak adatsorait a G matrix (29) szerinti eldallitasdhoz egyébként is képezni
kell, és ez szamitogépi program segitségével gyorsan végrehajthatd. Néhany fiiggvény vizua-
lis megtekintése alapjan eldonthetd, hogy melyik a célnak leginkabb megfeleld. Esetlinkben
az s=31 sorszamu Hermit fliggvény inverz Fourier-transzformaltjat tekintettem a feladat
szempontjabol leginkabb perspektivikusnak. Ennek képét a 42. abran tiintettem fel, amelyen
jol lathato, hogy a fliggvény az r=0,3s-os sugar kornyezetében cseng le. (Az s=31 sorszamu

Hermit fliggvény egyébként a 30. fokti Hermit polinom eldallitasat igényli.)

N
l

31 sorszamu Hermit fliggvény
inverz Fourier-transzformaltja
o

s=:

1
N
|

T T 1T " T " 1T " T " T " T "1 "1 °
-05 -04 -03 -02 014 O 01 02 03 04 05

42. dbra: s=31 sorszdmi Hermit fliggvény inverz Fourier-transzformaltja

A harmadik lépés utan mar rendelkezésre allnak a H-LSQ-FT modszer alkalmazésa-
hoz sziikséges mennyiségek értékei, jelen esetben: #y=-0, Is a=0,04 M=31
Amennyiben alkalmazzuk ezeket a paraméter értékeket, a H-LSQ-FT-vel kapott spektrumot
mindsité spektrumtavolsag értékére Dy.p)™™ 59" =0,004959 -t, a spektrumon szamitott id6-
fiiggvény adattavolsagara pedig D,,(ZU(H‘LSQ‘F D=0,03137 —t kapunk. A statisztikai vizsgalat
(36. és 38. abra) atlagtérképeit megtekintve megallapithatd, hogy ezek az értékek a leginkabb
kedvez0 kék tertiletre jellemzd felsd értékhatar kozvetlen kdzelébe esnek.

Az id6beli eltolas, a skalazo tényezo és a fliggvénysor hossziisag fentebb leirt modja
kétségtelentil hordoz magaban szubjektiv elemeket, am ha figyelembe vessziik, hogy a feldol-
gozott esetben altalam valasztott értékektél nem tul nagymértékben eltérve is hasonloan jo
eredményeket kapunk, akkor a technika alkalmazhatosadgat nem lehet okunk megkérddjelezni.

A szubjektivitas csokkentése érdekében bizonyos matematikai megfontolasok alapjan algo-
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ritmizalhatdva is tehetd a technika. Végiil az eredmény vizudlis ellendrzése érdekében megte-
kinthetjikk az el6z6éekben bemutatott modszerrel megvalasztott paraméterekkel szamitott H-
LSQ-FT spektrumot a 43. &bran, a 44. abran pedig a spektrum alapjan szamitott idéfliggvényt

1S.

0.1 — 01 —
£ 0.05 & 005 o
g ] -
3 7] 3
= 0 — 5 0 —
o . g .
£ -0.05 5 -0.05
0.1 — 0.1 —
| I | I | I | | I | I | I |
-40 -20 0 20 40 -40 -20 0 20 40
f[Hz] f[HZ]

43. ébra: ty=-0,1s, a=0,04 és M=31 értékek megvalasztasa mellett kapott H-LSQ-FT

spektrum

(H-LSQ-FT)

Xa1)

T I T I T I T
-1 -0.5 0 0.5 1

44. dbra: ty=-0,1s, a=0,04 és M=31 értékek megvalasztasa mellett kapott H-LSQ-FT

spektrumon szamitott idéfliggvény

3.4.7. A H-IRLS-FT mddszer tovabbi vizsgalatainak eredményei

A 3.3. alfejezetben bevezetett H-IRLS-FT modszer numerikus vizsgalati eredményei-
nek bemutatasdval mar szemléltettem, hogy milyen kivalo rezisztenciat képes a modszer biz-
tositani kiugrd zajértékeket produkald zaj eloszlas esetén. A mddszer Gauss és Cauchy elosz-

lasu zajjal terhelt jelen is nagyon jo teljesitményt nyujtott, amivel a robusztussagarol tett ta-
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nubizonysagot. A H-IRLS-FT spektrumokon szdmitott idéfliggvények figyelemre mélté mo-
don megtisztultak a bemeneti zaj hatasatél, tehat a zajelnyomadsi kapacitasa is rendkiviil ked-
vezd. A kovetkezd részekben azokat a tovabbi vizsgalati eredményeket mutatom be, amelyek

az el6zéekhez szorosan kapcsolodnak, és teljesebbé teszik a modszerrdl kialakitott képiinket.

3.4.7.1. Az iddbeli eltolas hatasa a H-IRLS-FT zajjal szembeni teljesitoképességére

Ahogy azt mar a 3.4.4. részben leirtam és szemléltettem a H-LSQ-FT mddszeren be-
mutatva, a bemeneti adatsor megfeleld mértékli 1dObeli eltolasaval a spektrum
diszkretizalasara alkalmazott Hermit fiiggvénysor mindkét tartomanyban kifejtett ablakhata-
séhoz elénydsebb mddon illeszthetjilk a zajos jelet. Ennek segitségével mérsékelhetjiik az
ablakok csonkitod hatdsat €s a bemeneti zaj érvényesiilését az inverziés modszerrel meghataro-
zott eredményre vonatkozdan.

A megfelelé mértékii idobeli eltolas a H-IRLS-FT esetében is kifejti a kedvezd hatdsat
a modszer teljesitOképességére, hiszen ez a modszer is az Hermit fliggvénysoros
diszkretizaciot hasznalja fel. A 3.4.4. részben bemutatott vizsgalattal megegyez6 t) € {0s -
0,1s -0,15s -0,2s -0,25s} 1dObeli eltolas értékeket alkalmazva eléallitottam a 6. dbran lathato
kiugré hibakkal teli bemeneti adatsor legjobb spektrumtavolsagokat nyjtd6 H-IRLS-FT spekt-
rumait. (A bemeneti adatsor adattivolsiga D, ., "= 0,6356, a DFT-vel szamitott zajos
spektrum — 1d. 7. dbra - spektrumtavolsaga Dy "=0,06223 volt.) Az eredményeket az 5.

tablazatban foglaltam Gssze.

a bementi spektrumtavolsag | adattavolsag skalazo ténye- fiiggvénysor
adatsor idébeli | minimuma Dy, minimuma Z0 hosszusag M
eltolasa (z)) Dy in a
Os 0,005984 0,03782 0,07 43
-0,1s 0,004685 0,02961 0,06 28
-0,15s 0,004100 0,02592 0,04 20
-0,2s 0,004123 0,02606 0,05 30
-0,25s 0,004257 0,02691 0,06 35

5. tablazat:A H-IRLS-FT moddszer alkalmazaséaval kapott optimumok és azok helyeit jellemzd

értékek alakuldsa a bemeneti adatsor idObeli eltolasanak valtoztatasa mellett
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A tablazat adatai alapjan elmondhatd, hogy a spektrumtavolsag és adattavolsag érté-
kek még az iddbeli eltolasos illesztés alkalmazasa nélkiil is, tobb mint tizszeres javulast mu-
tatnak. A legjobb eredmény, a Gauss zajos jel H-LSQ-FT-vel tortént feldolgozasakor kapottal
megegyez0 modon, a t)=-0,15s-os id6beli eltolas mellett allt el6. Az optimumokhoz tartozo
skalazo tényez6 és fliggvénysor hosszusag értékek is nagyon hasonloan alakultak a 4. tabla-
zatban Osszefoglaltakhoz. Mindkét mennyiség tekintetében érvényesiil a lehetd legkisebb a
skalazo tényezo és M fliggvénysor hosszisag értékek melletti legjobb kdzelités megvalosula-
sanak jelensége. Az idobeli eltolas, a skalazo tényezo valamint a fiiggvénysor hosszusag érté-
keinek a két kiillonbdzo zaj és inverzidos modszer ellenére megmutatkozé nagymértékli hason-
l6saga arra utal, hogy ezek a mennyiségek szorosan 0sszefliggenek a zajmentes jel tulajdon-
sagaival. Az optimalis spektrumtavolsag és adattavolsag értékek tablazatban bemutatott rend-
kiviil kedvezo alakulasa, azonban egyértelmiien a H-IRLS-FT moédszer alkalmazasanak ko-

szOnhetd.

3.4.7.2. H-IRLS-FT spektrumtavolsag és adattavolsag térképek

A kiugro értékeket produkalo eloszlas alapjan generalt z2 zajjal terhelt x,) adatsorra
(6. abra) vonatkozoan eldallitottam a 45. dbran lathatdé H-IRLS-FT spektrumtavolsag €s a 46.

abran megjelenitett adattavolsag térképeket.
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45. dbra: A Dﬁ(zg)(H_IRLS_F U spektrumtavolsag értékének valtozasa az a skalazo tényezd és a M

fliggvénysor hosszisag fiiggvényében
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A spektrumtavolsag Dy o)™ 57 térképén kékkel és feketével jeldlt teriiletek olyan
kedvezd a skalazo tényezd €s M fliiggvénysor hosszisag érték kombindcidkat hatarolnak le,
melyek alkalmazédsa mellett legalabb tizszeres javulads mutatkozik a DFT-vel kapott spektrum,
D_ﬁ(zz)(D =0,06223 spektrumtavolsagahoz képest. A spektrumtavolsag térképet sszevetve a
H-IRLS-FT-vel kapott spektrumok alapjan szamitott idéfliggvényeket mindsitd D,,(Zg)(H'IRLS'F D
adattavolsag térképpel (46. dbra) azt tapasztaljuk, hogy a kedvezd eredményekhez kapcsolddo
teriiletek nagyon jol illeszkednek egymashoz. Az adattavolsag térképen nyomon kdvethetd

javulas a kék és fekete teriiletek esetében a bementi idésor D, ;™ ""= 0,6356 értékéhez

képest tObb mint tizszeres, tehat a spektrumtavolsag értékek javuldsanak mértékét meghalado.
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46. abra: A D, adattavolsag értékének valtozasa a skalazo tényezo €s a fliggvény-

sor hosszlsag fliggvényében

A H-IRLS-FT modszer viselkedését Cauchy eloszlast z3 zajjal terhelt jel esetében is
vizsgaltam, melynek legfontosabb eredményeit mar bemutattam a 3.3.1.1. részben. A 18. ab-
ran lathatd durvan zajos bemeneti adatsor felhasznaldsdval Iétrehoztam a 47. abra
H-IRLS-FT spektrumtavolsag, €s az 48. abra adattavolsag térképeit. (A bemeneti adatsor
adattavolsaga D,,(Zg)(m PUD=0,45544, a DFT-vel szamitott zajos spektrum — 1d. 19. abra - spekt-
rumtévolsaga Dye3™" " =0,045829 volt.) A bemeneti adatrendszer idébeli eltolasat az el6z6
vizsgalatok alapjan legjobbnak mindsiilé ¢#y=-0, 1 5s-ra valasztottam.

A spektrumtavolsag térkép a kivalo eredményekhez kothetd bibor és kék szinii tarto-
manyok nagy kiterjedésével jelzi a H-IRLS-FT zajjal szembeni hatékony ellenallasat a spekt-
rum becslés terén. Ezek a teriiletek a spektrumtavolsag felsd hatarat figyelembe véve is leg-

alabb kilencszeres javulast biztositanak.
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47. abra: A H-IRLS-FT-vel szamitott spektrumok Dy 3 spektrumtévolsag térképe, a

Cauchy zajjal terhelt jel esetében

Az adattavolsag térképen még kedvezObb helyzet figyelheté meg, hiszen még a fekete
teriileten beliil megvalasztott a skaldzo tényezd és M fliggvénysor hosszusag értékek is tobb
mint tizszeres javulast eredményeznek a zajos bemeneti adatsor adattdvolsagahoz képest. A

H-IRLS-FT kivalo idétartomanybeli zajelnyomd képessége ebben az esetben is megmutatko-
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48. abra: H-IRLS-FT-vel kapott spektrumok alapjan szamitott idéfliggvények
Dl’(z3)(H-IRLS-FT)

ZOtt.

©
(N
|

skalazé tényezo (a)
]
[

figgvénysor hosszusag (M)

adattavolsag térképe, a Cauchy zajjal terhelt jel esetében

3.4.7.3. A H-IRLS-FT statisztikai vizsgalata

A H-IRLS-FT vizsgélatanak kovetkezd szakaszaban a H-LSQ-FT-hez hasonlo, 3.4.5.

részben ismertetett statisztikai célu kisérleteket végeztem. A H-IRLS-FT modszer nagyobb
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feldolgozasi iddigénye miatt eltekintettem a bemeneti zajos adatsorok tul nagy szamanak
megvalasztasatol (a H-LSQ-FT-nél 100 Gauss zajos adatsort dolgoztam fel). A két Gauss-tol
eltérd, eldzéekben mar ismertetett zajeloszlas ( 1d. 3.3.1. és 3.3.1.1. részek ) mindegyikére
vonatkozoan 10 zajos bemeneti adatsor generaltam. Az adatsorokat a H-IRLS-FT moddszerrel
dolgoztam fel, az el6z0 vizsgalatok alapjan optimalisnak mondhaté #)=0,15s iddbeli eltolas,
¢s kiilonbozo skalazd tényezd fliggvénysor hosszisag kombinaciok alkalmazasa mellett. A
kapott eredmények alapjan képeztem, a H-LSQ-FT statisztikai céli vizsgalatat targyalo rész-
ben mar bevezetett atlagtérképeket €s relativ szorastérképeket.

A 3.3.1. részben leirt modon eldallitott kiugrd értékeket tartalmazo zaj esetében a be-
mend adatsoroknak a zajmentes idofliggvényhez viszonyitott torzulasat az atlagos adattavol-
saggal jellemeztem, melynek értékére D,”ar,;ag(mp UD=0,63166 —ot kaptam, az atlaghoz viszo-
nyitott relativ szoras pedig S;, er. INPUD =) 08892 volt. A DFT-vel szamitott zajos spektrumokat
mindsitd  spektrumtavolsdgok atlaga D,«;,ar,;ag(D D=, 06265, a relativ szoras pedig
Sy eV =0,08700 értéket vett fel.

Az 49. abran lathatd a spektrumtdvolsag atlagtérkép, melyen a fekete teriilet olyan
skalazo tényezd ¢és fliggvénysor hosszusag értékek kombinacioit fedi le, melyek a /0 durvan
zajos jel barmelyike esetében a zajmentes spektrum nagyon kivald becsléséhez vezetnek. A
45. abra egyetlen zajos adatsorra vonatkozo spektrumtdvolsag térképéhez képest ugyan vala-
melyest lecsokkent a fekete teriilet nagysaga, azonban elhelyezkedésiik tekintetében egymas-
sal 0sszhangban allnak. A Gauss zajjal és a H-LSQ-FT-vel végzett statisztikai vizsgalathoz
tartozo 36. abra spektrumtavolsag atlagtérképén a legkedvez6bb eredményekhez vezetd kek
teriiletnek az alacsonyabb fliggvénysor hosszakhoz kapcsolhatdé magja is egybe esik a szoban
forgd tertilettel. Az 50. abrdn megjelenitett spektrumtévolsag relativ szorastérképet figyelem-
be véve, a perspektivikusnak mindsiilo teriilet 0,/ koriili relativ széréassal jellemezhetd, ami
legrosszabb esetben is legalabb kilencszeres javulast jelent a DFT spektrumok D,«;,ar,;ag(D D

spektrumtévolsag atlagdhoz viszonyitva.
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49. abra: A H-IRLS-FT eredményeinek felhasznalasaval készitett spektrumtavolsag atlagtér-

kép, a kiugro értékeket produkald zajeloszlas alapjan 1étrehozott /0 zajos adatsor esetében
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50. abra: A H-IRLS-FT eredményeinek felhasznalasaval készitett spektrumtavolsag relativ
szorastérkép, a kiugro értékeket produkald zajeloszlas alapjan 1étrehozott /0 zajos adatsor

esetében

Az iddtartomanybeli eredmények alakulasardl szolgaltat informaciét az 51. 4dbra adat-
tavolsag atlagtérképe, melynek kedvezdéen alacsony értékeihez rendelt fekete teriilete 0ssz-
hangban all a spektrumtavolsag atlagtérképének (49. abra) fekete teriiletével. Ezen kiviil a
Gauss zaj és a H-LSQ-FT egyiittes statisztikai vizsgalatanal bemutatott 38. abran lathato adat-
tavolsag atlagtérképhez viszonyitva is k6z0s vonasok tapasztalhatok. Az adattavolsagok rela-
tiv szorésa itt is 0, / koriili a kedvezd teriiletre vonatkozoan, amint azt az 52. dbra adattavolsag
relativ szorastérképe mutatja. Ez a bizonytalansag még az adattavolsag atlag fekete teriileté-
hez tartozé felso értékhatar esetében is tobb mint tizszeres javulast jelent a bemeneti adatso-

(INPUT)

1ok Dy diiag adattavolsag atlagahoz képest.
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51. ébra: A H-IRLS-FT eredményeinek felhasznalasaval készitett adattavolsag atlagtérkép, a

kiugré értékeket produkaléd zajeloszlas alapjan 1étrehozott /0 zajos adatsor esetében
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52. ébra: A H-IRLS-FT eredményeinek felhasznalasaval készitett adattavolsag relativ szoras-

térkép, a kiugrd értékeket produkaléd zajeloszlas alapjan Iétrehozott /0 zajos adatsor esetében

A Cauchy eloszlast kovetd zajhoz kapcsolodo vizsgalat statisztikai részében a skalapa-
raméter S=0,04 értéke mellett, egymastol fiiggetleniil generalt zaj értéksorok felhasznalasaval
szintén /0 zajos id6tartomanybeli adatsort hoztam 1étre. Az adatsorokban jelenlévo zaj torzitd
hatasat mindsitd atlagos adattavolsag D,,d,;ag(INP YD=0 6920 volt, a hozza kapcsolodo relativ
szoras pedig S,,re;.(INP YD=( 6223 értéket vett fel. A DFT-vel szamitott spektrumok atlagos
spektrumtavolsagara Dfd,;ag(D 0-0,07029 értéket kaptam, és a spektrumtavolsagok relativ
szOrasa Sﬁre[.(D -0,6334 volt. (A relativ szoérasok nagy értéke a Cauchy eloszlas stiriség-

fliggvénye széles szarnyainak koszonhetd.)

-70 -



A H-IRLS-FT-vel szamitott spektrumok alapjan elkészitett spektrumtavolsag atlagtér-
képet mutatja be az 53. abra, melynek hosszan elnyulé kék teriilete nagyon kedvezd eredmé-
nyeket jelez. Az 54. abran lathat6 spektrumtavolsag relativ szorastérkép, hasonldan az el6zo-
leg bemutatott zaj tipusnal tapasztalthoz, 0,/ koriili értéket mutat a kedvezd tertiletre vonatko-
zoan. Ennek alapjan a spektrumtavolsag atlaganak kék szini teriiletéhez kapcsolodo legrosz-
szabb eredmény spektrumtavolsaga nagyjabol 0,006 —re becsiilhetd, ami tizszeres javulast

jelent a DFT éatlagos spektrumtavolsagahoz képest.
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53. ébra: A H-IRLS-FT eredményeinek felhasznalasaval készitett spektrumtavolsag atlagtér-

kép, 10 Cauchy zajos adatsor esetében

A H-IRLS-FT-vel kapott spektrumok alapjan szamitott idofliggvényeket statisztikailag
mindsitd, 55. abran lathato adattavolsag atlagtérkép kék és a fekete teriiletei egyarant nagyon
j6 eredményekhez kapcsolodnak. Tovabba 6sszhangban allnak a spektrumtavolsag atlagtérkép
kedvezod teriileteinek elhelyezkedésével és kiterjedésével. Az 56. abra adattavolsag relativ
szorastérképe hasonldan az eldzoekhez 0,1 koriili értéket jelez a kedvezo teriileten, ami leg-
rosszabb esetben 0,06-0s adattavolsag értéket prognosztizal. Utdbbit 6sszehasonlitva a zajos

(INPUD atlagos adattavolsagaval kijelenthetd, hogy a kékkel jelolt

bemeneti adatsorok D g
tertileten beliil a H-IRLS-FT-nek koszonhetd idotartomanybeli javulas legalabb tizszeres, ami

figyelemre méltd zajelnyomasi teljesitményt jelent az idétartomanyban.
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54. éabra: A H-IRLS-FT eredményeinek felhasznalasaval készitett spektrumtavolsag relativ
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55. abra: A H-IRLS-FT eredményeinek felhasznalasaval készitett adattavolsag atlagtérkép, 10

szorastérkép, 10 Cauchy zajos adatsor esetében
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o
[N

skalazé tényezo (a)
o

10 20 30 40 50 60 70 80
fuggvénysor hosszusag (M) 0.01

56. abra: A H-IRLS-FT eredményeinek felhasznalasaval készitett adattavolsag relativ szoras-

térkép, 10 Cauchy zajos adatsor esetében

-T2 -



Az egyes adatsorok alapjan késziilt spektrumtavolsag és adattavolsag térképeket, va-
lamint a statisztikai vizsgélatok atlagtérképeit szintetikusan értelmezve arra a kovetkeztetésre
jutottam, hogy a zaj eloszlastol fiiggetleniil 1étezik egy olyan, a zajmentes jel tulajdonsagaibol
kovetkezd a skdlazo tényezd és M fiiggvénysor hosszisag tartomdany, amelyen beliil az
Hermit fliggvénysoros spektrum diszkretizaciot alkalmazva, a bementi adatsor zajaval szem-
ben rezisztens spektrumbecslés hajthaté végre. Ennek az iddtartoméanyra vonatkozd kovet-
kezménye az a kivald zajelnyomas, amit a H-LSQ-FT ¢és a H-IRLS-FT modszerek az altaluk
szamithatd spektrumon keresztiil kozvetett médon biztositanak.

Gauss zajos esetre vonatkozoan megadtam egy olyan technikat, amelynek felhasznala-
sdval a modszerek alkalmazasdhoz sziikséges #) idObeli eltolas, a skalazo tényezd és M fligg-
vénysor hosszusag értékei megvalaszthatok. A kiugro értékeket produkald zajeloszlasok ese-
tén a technika Iépéseinek végrehajtasa nehézségekbe iitkozhet a zaj hatas erdsebb jelentkezé-
se, €s a hasznos informacidtartalmat vizualisan elrejtd tulajdonsaga miatt. Az ilyen jellegli
probléma kezelésére a kovetkezd fejezetben bevezetésre keriild modszerek kindlnak segitsé-
get.

Ennek a fejezetnek végén az olvasdban joggal meriilhet fel a kérdés, hogy milyen
eredményeket képesek produkalni az Hermit fliiggvényrendszer alapu diszkretizalast alkalma-
706 INVERZIOS FOURIER-TRANSZFORMACIO valtozatok (H-LSQ-FT, H-IRLS-FT) a bemutatottdl
eltérd jelek esetében. Erre vonatkozoan a kutatasaim sordn szamos vizsgalatot végeztem el,
melyek koziil az érdeklodd szamara a kovetkezd forrasokat emelném ki: (Vass, Dobroka
2010), (Dobroka, Vass 2007), (Vass 2006), (Dobroka, Vass 2006). A vizsgalatok azt bizonyi-
tottak, hogy a nem tal nagymértékben oszcillalo, véges energidju, folytonos idéfiiggvényekkel
leirhat6 jelek esetében nagyon hatékony zajjal szembeni ellenallast képesek kifejteni a feje-

zetben bevezetett eljarasok.

4. INVERZIOS FOURIER-TRANSZFORMACIO intervallumonként Kkonstans

fiiggvényekkel

A frekvenciaspektrum diszkretizdlasara nem csak az el6zd fejezetben bemutatott
Hermit fliggvényrendszer hasznalhato fel. Matematikai szempontbol sokkal egyszeriibben
kezelhetd megoldast biztosit az intervallumonként konstans fiiggvények (piecewise-constant
functions) alkalmazésa a diszkretizacids 1épésben. Ebben a fejezetben olyan mddszereket ve-

zetek be, melyek az inverzids Fourier-transzformacié 2. fejezetben ismertetett koncepcidjara
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¢épiilve, intervallumonként konstans fliggvények sorozatat hasznaljak fel a diszkrét inverz fel-

adat kialakitasaban.

4.1. A frekvenciaspektrum diszkretizaliasa intervallumonként konstans fiiggvényekkel

Az intervallumonként konstans fliggvények sorozata dsszekapcsolhatdé a valos szam-
egyenes egyenkozii felosztasaval. A rendszer tagjai tulajdonképpen a szomszédos osztopon-
tok altal meghatarozott balrdl zart jobbrol nyitott intervallumokon konstans, egyébként pedig
zérus értéket felvevd szakadasos fliggvények.

A frekvenciaspektrum diszkretizalasa érdekében kialakitandd rendszer esetében cél-
szerlien egységnyinek valasztottam azt a konstans értéket, amelyet az egyes tagok a nekik
megfeleld intervallumon felvesznek. Az ilyen mddon definidlt intervallumonként konstans

fiiggvényekbdl kialakitott rendszer a kovetkezdképpen irhato fel

| haﬂ—££f<fi+£,
IT,(f) = 2 2 (36)

0 egyébkeént.

A (36) formula szerint a [1(f)-vel jelolt i-edik tag csak az i-edik frekvenciaértékre szimmetri-
kus, Af hosszusagu szakaszon beliil vesz fel a zérustdl eltérd, konstans 1 értéket. (A I jelolés
hasznalataval az intervallumonként konstans fliggvények alakjara is asszocidlhatunk.) Ennek
a fliggvénysorozatnak az alkalmazéasaval a Af intervallumon beliil mar nem lehet valtozasokat
leirni a frekvenciaspektrum menetében, ami korlatozott frekvenciatartomanybeli felbontokeé-
pességet eredményez. A fliggvénysorozat egyébként ortogonalis fliggvényrendszert alkot a
valés szamok halmazan, azaz érvényes az alabbi dsszefliggés

Af hai=j,

[O AL, (x)dx {0 egyébként.

Ugyanakkor még végtelen szamu tagjanak figyelembe vétele mellett sem tekinthetd teljesnek
ez a fliiggvényrendszer. Ennek tulajdonképpen csak elméleti szempontbdl van jelentdsége,
hiszen a sorfejtés végrehajtasakor egyébként sem mehetiink el végtelen szdmu tagig, ami ele-
ve kizéarja a reprezentdlni kivant négyzetesen integralhato fliggvény pontos eldallitdsat. Az

intervallumonként konstans fliggvényekbdl kialakitott rendszer korlatozott approximacios
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teljesitménye ellenére, egyaltalan nem mindsithetd jelentéktelennek, hiszen szamos teriileten
hasznaljak az egyébként folytonos természetli problémak diszkretizalasadban.

Ennek ismerete 0Osztonzott arra, hogy kidolgozzam az INVERZIOS FOURIER-
TRANSZFORMACIO altalanos modszerének olyan valtozatait, amelyek a frekvenciaspektrum
intervallumonként konstans fliggvények szerinti diszkretizaldsan alapulnak. A kiindulasi ala-
pot ebben az esetben is a spektrum sorfejtéses (kozelitd) eldallitasa jelenti, melyet az alabbi

forméaban irhatunk fel
M
X(f)= ) eI, (f) (37)
i=1

A modszerekhez kapcsolodo algoritmusok kidolgozéasanak leglényegesebb pontja a direkt
feladatban szerepld, G-vel jelolt matrix elemeinek el6allitasara. Ennek alapjat a (20) dssze-
figgés képezi, melynek integraljan beliil jelennek meg a diszkretizdlashoz megvalasztott
fliggvénysorozat egyes tagjai. Az intervallumonként konstans fliggvények (36) altalanos for-

mulajanak behelyettesitésével a kovetkezd eredményhez jutottam

Af

% ge 1 | e -
2 i i it i

Gy = [T (f)-e™™df = [ 1-eP™df =—— e 20 = 2 | =

R, Y J2nt,

ary (38)
1 iy 'ZﬂA—ftv —'ZﬂA—ftv sin( TAft iy . oy

=———e?" et Tt _ sin(z8yt,) f")e’w”"' = Af sinc(Aft, )e’ >

j2rt, e,

Az egyenlet jobboldalan megjelenik a szinusz kardinalisz fliggvény, ami az origéra szimmet-
rikus négyszog alaku spektrum inverz Fourier-transzformaltja. A szinusz kardindlisz fiigg-
vény megjelenése nem meglepd, hiszen a frekvenciatartomanybeli intervallumonként kons-
tans fliggvények tulajdonképpen kiilonbozo eltolast, négyszog alaku spektrumoknak tekinthe-
tok. A frekvencia tengely menti eltoldsok miatt jelenik meg az idétartomanyban a szinusz
kardinalisz fliggvény szorzotényezdjeként az exponencidlis fliggvény. Az intervallumonként
konstans fliggvény savkorlatozottsagot jelent a frekvenciatartomanyban, ami egyben az ido-
korlat hidnyat is magaba foglalja az idétartomanyban, és ez egyértelmiien tiikkr6z0dik a szi-
nusz kardinalisz fliggvényben.

A direkt feladat felirasa a G matrix (38) Osszefliggését felhasznalva a kovetkezd for-

mulahoz vezet

M M
xX5(t) = D.¢,Gy, = Afsine(Mt )Y ¢ e (39)
i1 il
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Ha ezt az egyenletet 6sszehasonlitjuk az inverz diszkrét Fourier-transzformacioé (IDFT) alab-

bi, dimenzidhelyes véges hosszusagl adatsorokra érvényes formulajaval
M
IDFT _ j2afit,
X (tk)—AfZCie .,
i=1

akkor azt tapasztalhatjuk, hogy a spektrum intervallumonként konstans fliggvényes
diszkretizalasa mellett kialakuld direkt feladat formailag csak a szinusz kardinalisz fliggvény
jelenlétében, ill. hidnyaban mutat eltérést.

A (39) direkt feladat alapjan képezhetd inverz feladat megoldasanak célja a c-vel je-
161t sorfejtési egyiitthatok meghatarozasa, amik egyben az f; frekvencia értékek koriili Af in-
tervallumokon beliili spektrum kozelitések konstans értékeinek felelnek meg. A megoldésa-
hoz vezetd, korabbiakban mar bemutatott modszerek (LSQ, IRLS) az idétartomanybeli beme-
nd adatok N szamanak bizonyos mértékii tobbletét igénylik a szdmitandd c; ismeretlen para-
méterek M szamahoz viszonyitva. A DFT viszont egyértelmiien meghatarozott feladat megol-
dasaval képezi a diszkrét spektrumot. Ez a kiilonbség a kétféle spektrumszamitasi megkozeli-
tés kozott egyben azt is jelenti, hogy az intervallumonként konstans fliggvények alkalmazasa-
val felépitett inverz feladat megoldasara hasznalhat6 modszerek a DFT-hez viszonyitva jelen-
tdsen eltérd egyenletrendszerekhez vezetnek, ami egyben a kapott eredmények sziikségszeri
eltérését is jelenti

A tovabbiakban eldszor a legkisebb négyzetek elve szerinti (LSQ) modszer, majd az
iterativ Ujrasulyozés elve szerinti (IRLS) mddszer intervallumonként konstans fliggvényes
diszkretizalassal kombinalt valtozatainak bevezetése, valamint a vizsgalati eredményeik be-
mutatasa kovetkezik.

Az I-FT egyes valtozatainak azonositasara szolgalo roviditések esetében tovabbra is a
mar megismert sémat alkalmaztam: bazisfiiggvény-rendszer betiijele (H/C/D) — inverzios esz-
koz roviditése (LSQ/IRLS) — FT. A bazisfiiggvény-rendszereknek az értekezésemben eldfor-
dulé roviditései koziil a kivastagitott C betli jelzi az intervallumonként konstans fliggvény-

rendszer alapt spektrum diszkretizalast.

4.2. A legkisebb négyzetek elve szerinti Fourier-transzformacio intervallumonként

konstans fiiggvényes diszkretizacio esetén: C- LSQ-FT

A G matrix el6z0 alfejezetben bemutatott (38) szerinti elallitasa €s a (39) direkt fel-
adat segitségével lehetdvé valik a ¢; sorfejtési egylitthatok (megfeleléen megvalasztott) értékei

mellett idétartomanybeli szamitott adatrendszer eldallitasa.
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Tulhatarozott feladat esetében az ismert x;” adatok N szama meghaladja az ismeretle-
nek M szamat, emiatt a megoldast az e=x"-Gc eltérésvektoron definialt
E(e)=E(c,,...,.c,,) célfiiggvény széls6érték helyéhez kotjiik. A 2.2. alfejezetben bevezetett

LSQ-FT eljarés esetében ez a célfliggvény az eltérésvektor L, normaja
N-1 M 5
E(c)yesCy) = z (x;' — zcin,i)
k=0 i=1

Ennek minimumat a
a—E:0, (I=1...,M)
oc,

egyenletrendszerrel hatdrozhatjuk meg, ami formailag a (22)-ben megadott
G'Gec=G"x"
normalegyenletre vezet. A normalegyenlet megoldasat a kovetkezOképpen kaphatjuk
c=(G'G)"'G"x".
Ezzel az egyiitthato sorozattal a (37) szerint szdmithatjuk a spektrumot, azaz inverzids eljaras-
sal eldallitottuk a Fourier-transzformaltat.
Az INTERVALLUMONKENT KONSTANS FUGGVENYES DISZKRETIZACIOT ALKALMAZO

LEGKISEBB NEGYZETEK ELVE SZERINTI FOURIER-TRANSZFORMACIOT (a tovabbiakban csak a

roviditésével azonositva C-LSQ-FT) a fentiek szerinti eljarassal definialjuk.

4.2.1. A C-LSQ-FT médszer numerikus vizsgalata

A C-LSQ-FT modszer miikddését eloszor az 1. és a 2. dbrakon bemutatott zajmentes
jel, majd a 4. és az 5. dbrdkon lathatd Gauss zajjal terhelt jel esetében vizsgaltam meg. Az
algoritmus bemenetét képezd idOtartomanybeli adatsor adatainak szama megegyezett az
Hermit fliggvénysoros diszkretizacidval kapcsolatos vizsgalatoknal alkalmazott N=401-es
értékkel. A At=0,005s-es mintavételi idokozt, €s a (|(|< T T=1s) regisztralasi iddintervallumot
is valtozatlanul hagytam. Az eredmények mindsitésénél hasznalt (33) szerint definidlt spekt-
rumtavolsag értékét mindig az alkalmazott Af intervallumhossz és M intervallumszam (a
diszkretizalasban felhasznalt intervallumonként konstans fiiggvények szama) altal meghataro-
zott frekvenciasavra vonatkozoan szamitottam.

A kovetkezOkben bemutatésra keriild vizsgalatok eredményein kiviil, tovabbi vizsgala-
tok eredményei €s elemzései talalhatdo meg, a fliggelék F.1. alfejezetének F.1.1. és F.1.2. ré-

szeiben
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4.2.1.1. A C-LSQ-FT modszer vizsgalata zajmentes jel esetében

A C-LSQ-FT miukodésének ellendrzését a mintavételi torvény frekvenciatartomanybe-
li (9) Osszefiiggése alapjan szamithatdo Af=1/2T) =0,5 Hz-es intervallumhossz megvalasztasa
mellett végeztem el a zajmentes jel (1d. 1. és 2. abrak) esetében.

Az intervallumhossz régzitése utan meg kellett vizsgalnom, hogy a talhatarozottsag
teljesiilése érdekében meddig mehetek el az M intervallumszam tekintetében, hiszen ez hata-
rozza meg az ismeretlen paraméterek szdmat. Az M intervallumszamnak mas tekintetben is
fontos szerepe van, mivel a Af intervallumhosszal egyiittesen hatarozzak meg azt az f,,, ér-
tékkel megadhat6 frekvenciasavot

MAf

Jow =57

amelyre vonatkozoan szamithat6 a spektrum.
A 6. tablazat mutatja be azokat a spektrumtavolsag és adattavolsag értékeket, amiket a

C-LSQ-FT alkalmazasaval kaphatunk kiilonb6z6 M intervallumszamok esetén.

intervallum- | frekvenciasav kondiciészam | spektrumtavolsag adattavolsag
szam (M) hatara fou (K DD D/

399 99,5 Hz 2,44 1,91-107 1,96-10°
381 95 Hz 2,44 1,96-10™ 1,03-10°
321 80 Hz 2,43 2,14-10" 3,33:10°
241 60 Hz 2,43 2,510 1,2-10

161 40 Hz 2,41 3,02-10° 7,02:10°
81 20 Hz 2,36 0,00254 0,1156

6. tablazat: A spektrumtavolsag és az adattavolsag értékek valtozasa a M intervallumszam

fliggvényében, zajmentes jel és Af=0,5 Hz intervallumhossz esetén

A téblazat alapjan megallapithato, hogy mar egészen kismértékii tilhatarozottsag elegendd a
kondiciészdm értékének kedvezd szintre hozasiahoz, ¢s a kondicioszam csak jelentéktelen
mértékben javul a tulhatarozottsag novekedésével. Annal nagyobb valtozas jelentkezik a
spektrumtévolsag €s adattavolsag értékek esetében. A tulhatdrozottsdg ndvekedése az inter-
vallumonként konstans fliggvénysoros diszkretizacional egyiitt jar az M intervallumszdm
csokkenésével, ami egyben a spektrum szamitasaban érintett f,,, frekvenciasavot is lesziikiti.
Zajmentes jel esetében ez a savszikiilés kizdrolag informaciotartalom vesztéssel jar, és ez

lerontja a C-LSQ-FT-vel kapott spektrum, valamint a rajta szdmitott idéfliggvény mindségét.
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A nagy intervallumszdmok esetén egyébként kivalo kozelitések alltak eld az ido- és a frek-
venciatartomanyban egyarant, bar a spektrumtavolsag tekintetében (2-3 nagysagrenddel) el-

maradtak a DFT zajmentes esetben kivalo D,/”""=5,9-107 értékétol.

4.2.1.2. A C-LSQ-FT modszer vizsgalata Gauss zajjal terhelt jel esetében

A LEGKISEBB NEGYZETEK ELVE SZERINTI INVERZIOS FOURIER-TRANSZFORMACIO az
Hermit fliggvénysoros diszkretizacid alkalmazédsa mellett (H-LSQ-FT) jelentds mértékii re-
zisztenciat tanusitott a Gauss eloszlast zajokkal szemben (3.2.1.2.2.). Az intervallumonként
konstans fliggvénysoros diszkretizacid ilyen iranyu képességeinek vizsgalata érdekében, a 4.
abran mar bemutatott 6=0, I szoérastt Gauss zajjal terhelt idétartomanybeli adatsort hasznaltam
fel bemenetként. Ennek a zajos adatsornak az adattavolsaga D, .)™"""= 0,1032, a DFT-vel
szamitott 5. abran lathatd zajos spektrumanak spektrumtévolsaga pedig D,«;(ZU(D =0,01032
volt.

A mintavételi tételnek megfelelé Af=0,5 Hz intervallumhossz megvalasztasaval, kii-
16nb6z6 M intervallumszamok esetében allitottam elé a C-LSQ-FT spektrumokat, valamint a
bel6liik szamitott idofliggvényeket. A spektrumtavolsag és az adattavolsag értékek alakulasat

mutatja be a 7. tdblazat.

intervallum- | frekvenciasav | kondicioszam | spektrumtavolsag | adattavolsag
szam (M) hatara f max (K) Dﬁ(z 1 )(C-LSQ-FT) Dt,(z 1 %(;-LSQ-

399 99,5 Hz 2,44 0,01213 0,10319

381 95 Hz 2,44 0,01219 0,10126

321 80 Hz 2,43 0,01238 0,09454

241 60 Hz 2,43 0,01272 0,08449

161 40 Hz 2,41 0,01268 0,06786

81 20 Hz 2,36 0,01425 0,12664

7. tablazat: A spektrumtavolsag és az adattavolsag értékek valtozasa a M intervallumszdm

fliggvényében, Gauss zajos jel és Af=0,5 Hz intervallumhossz esetén
A tabléazat adatai alapjan elmondhatd, hogy a C-LSQ-FT-vel szadmitott spektrumokat mindsitd

spektrumtéavolsadg csekély mértékben ugyan, de fokozatosan romlott az intervallumszam

csokkenésével, és még a legjobb esetben is meghaladta a DFT spektrum spektrumtavolsaga-
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nak értékét. Az adattavolsag értéke javulast mutatott mindaddig, amig az f,,,, frekvenciasav
hatar még meghaladta a zajmentes jel spektrumara (2. abra) vonatkozo, vizualisan is becsiil-
hetd savkorlatot (kb. 30 Hz). (Ezen tili 6sszetevok a zajmentes jel kialakitdsdban mar elha-
nyagolhatd6 mértékben vesznek részt, a zajos jelnél viszont szinte csak a zajnak kdszonhetd a
jelenlétiik.) Ennek megfeleléen az f,,,=40 Hz-es hatarhoz tartoz6 M=161 intervallumszadm
esetén hatarozott zajelnyomd hatés jelentkezett az idétartomanyban. Az alacsonyabb f,,,,=20
Hz frekvenciasav hatar esetében viszont mar a jel meghatdrozasdban lényeges tartomany is
kiesett, ami a spektrumtavolsag €s az adattdvolsag esetében is romlashoz vezetett.

A vizsgalat eredményeképpen megallapithato, hogy a C-LSQ-FT nem mutatott olyan
kedvez0 tulajdonsadgokat a Gauss zajos jel esetében, mint a teljes frekvenciatartomanyra ér-

telmezett, folytonos Hermit fiiggvényeket alkalmazo H-LSQ-FT.

4.3. Az iterativ ujrasulyozas elve szerinti Fourier-transzformacio, intervallumonként

konstans fiiggvénysoros diszkretizacio esetén: C- IRLS-FT

A 4.1. részben az intervallumonként konstans fliggvények szerinti diszkretizacio al-
kalmazasa mellett levezetett G matrix elemeinek segitségével, a mért €s szamitott adatok su-
lyozott normdjdnak minimalizaldsan alapuld inverzids algoritmusok is definialhatok. A (38)
szerint eléallitott G matrixot beépitve a 2.2. alfejezetben bevezetett IRLS-FT eljarasba, meg-
fogalmazhatjuk a C-IRLS-FT algoritmust.

Ennek érdekében a G matrix konkrét alakjara épiilé direkt feladatbol kell kiindulnunk,

melynek segitségével a kdvetkezOképpen allithatjuk eld a szamitott adatok sorat

M
sz __
X, = ZCin’i .
i=1

Az ismeretlen ¢; sorfejtési egyiitthatok értékének meghatarozasakor a mért és a szamitott ada-

tok e = X" —G¢ eltérésvektora

T
|
(=]

sulyozott normdjanak minimumat keresve jutunk eredményre, ahol 2.2.-ben mondottak szerint

W, =—-
k 2 2
& +ek
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a Cauchy sulyokat jeloli. Mivel a w, suly maga is tartalmazza az ismeretlen sorfejtési egytitt-

hatokat, a (24) kifejezés az ismeretlenekben nem kvadratikus, ezért a

w20, (=L..M)

feltételhez kotott minimalizalds nemlineéris egyenletrendszerre vezet. Az iterativ ujrasulyozas
modszerét (IRLS) alkalmazva az intervallumonként konstans fliggvények szerinti
diszkretizalas esetén, az i-edik iteracios lépésben a (i-1)-edik lépés eredménye alapjan szami-
tott stlyvektor keriil felhaszndldsra. A normalegyenlet igy a sulyozott legkisebb négyzetek
linearis modszerének felel meg, és a 4.1.-ben levezetett G matrix elemekkel felirt
G'WGeY =GTWIIR”
egyenletrendszerre vezet.
Az INTERVALLUMONKENT KONSTANS FUGGVENYES DISZKRETIZACIOT ALKALMAZO ITE-
RATIV UJRASULYOZAS MODSZERE SZERINTI FOURIER-TRANSZFORMACIOT (a tovabbiakban csak
a roviditésével azonositva C-IRLS-FT) a fentiek szerinti eljarassal definialjuk. Az eljarassal
szamitott ¢; sorfejtési egylitthatokat az intervallumonként konstans fliggvények véges hosszu-
sagl soraba helyettesitve, a (37) Osszefliggés alapjan kapjuk meg a bemeneti adatsor becsiilt

frekvenciaspektrumat.

4.3.1. A C-IRLS-FT moddszer numerikus vizsgalata

A korabbiakban mar bemutatott iterativ Ujrasulyozas elve szerinti Fourier-
transzformaci6 Hermit fiiggvénysoros diszkretizaciot alkalmaz6 valtozata, a H-IRLS-FT, a
Gauss-tdl jelentdsen eltérd eloszlast kovetd zajok esetében nagyon kedvezd zajelnyomd ké-
pességet mutatott. Ennek ismeretében a C-IRLS-FT moddszertdl is jelentds zajjal szembeni
rezisztenciat vartam el a frekvenciaspektrum becslése terén, melynek igazoldsa érdekében a
kovetkezOkben bemutatésra keriild vizsgalatokat végeztem el.

Els6ként a 6. abran lathato, és a 3.3.1. részben mar ismertetett uton eldallitott, kiugrd
hibakkal teli x.,) id6tartomanybeli adatsort hasznaltam fel a C-IRLS-FT algoritmus bemene-
teként. Az eredmények Gsszehasonlitasanak megkonnyitése érdekében itt is megadom a be-
meneti adatsor D, .;"""Y"=0,6356 adattavolsagat, és a DFT-vel szamitott spektrumhoz tarto-
26 Dyey™™=0,06223 spektrumtavolsigot. Az intervallumhosszt, hasonléan az elézéekben

bemutatott vizsgéalatokhoz (a mintavételi torvénnyel 6sszhangban), Af=0,5 Hz-nek valasztot-
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tam, €s kiilonb6z0 M intervallumszamok mellett eldallitottam a C-IRLS-FT spektrumokat,

valamint a beldliikk szamithat6 idétartomanybeli adatsorokat.

A 8. tablazatban foglaltam Gssze a spektrumokat mindsitd spektrumtavolsag, és az

iddsorok értékelésére hasznalt adattavolsag értékeket.

intervallum- | frekvenciasav C-IRLS-FT C-IRLS-FT
szam (M) hatara f,,,. | spektrumtavolsag adattavolsag
Dy (C-IRLS-FT) D (C-IRLS-FT)
381 95 Hz 0,08593 0,7517
321 80 Hz 0,0697 0,5902
241 60 Hz 0,02507 01711
161 40 Hz 0,01523 0,08185
81 20 Hz 0,02816 016751

8. tablazat: A C-IRLS-FT mddszerrel kapott eredmények mindsitése a kiugrd hibakkal teli,

X(2) zajos jel és Af=0,5 Hz-es intervallumhossz esetén

A tablazat alapjan arra lehet kovetkeztetni, hogy a M intervallumszadm kedvezd megvalasztasa
mellett, a C-IRLS-FT modszer jelentds rezisztenciat képes biztositani kiugrd értékeket produ-
kalo zajjal szemben. A M=161 intervallumszam alkalmazasa (ami f,,,,=40 Hz-es frekvencia-
sav hatdron beliil fedi le a frekvenciatartomanyt) a spektrumtavolsag tekintetében négyszeres,
az adattavolsag esetében pedig tobb mint hétszeres javulashoz vezetett. Ez a valtozas mar
vizualisan is kedvezd benyomast kelt, amit az 57. abra C-IRLS-FT spektrumén, €és a beldle

szamitott idéfliggvény 58. dbran megjelenitett képén ellendrizhetiink.

0.1 — 0.1 —
E 005 — £ 005 —
4 i g -
z ]
9@ 0 — g 0 —
X - % -
€ -0.05 £ -0.05
0.1 — -0.1 —
) I ) I ) I ) ) I ) I ) I )
-40 -20 0 20 40 -40 -20 0 20 40
f[Hz] f[Hz]

57. abra: A kiugro értékeket produkald zajjal terhelt x ) jel C-IRLS-FT-vel szamitott frek-
venciaspektruma, M=161 intervallumszam, ¢s Af=0,5 Hz intervallumhossz alkalmazasa mel-

lett

-82.-



(C-IRLS-FT)

58. abra: Az el6z6 abra C-IRLS-FT spektruma alapjan szdmitott idétartomanybeli adatsor

képe

A 16. ¢és a 17. abra képeivel Gsszevetve a fenti abrakat megallapithato, hogy az ered-
mény nem olyan kedvezd, mint amit a H-IRLS-FT produkalt, de a 6. és 7. abrak durvan zajos
képeihez viszonyitva figyelemre méltod a javulas. A kiugro hiba értékek eltlintek az iddtarto-
manybeli eredményen, ami a C-IRLS-FT hatékonysagat mutatja a nem Gauss eloszlast kovetd
zaj elnyomasa terén.

A C-IRLS-FT alkalmazasanak eldnye abban nyilvanul meg a H-IRLS-FT-hez viszo-
nyitva, hogy nem kell az a skalaz6 tényez0 megvalasztasanak kérdésével foglalkozni. Ha a Af
intervallumhosszt a mintavételi tételnek megfelelden allitjuk be, akkor csak a spektrumszami-
tas fuax frekvenciasdv hatarat megszabd M intervallumszdmot kell alkalmasan megvalasztani.
Ez utobbit a jel /. sdvkorlatjanak eldzetes becslése alapjan szamithatjuk az alabbi 0sszefiiggés
szerint

2/,
Af

M =

4.3.1.1. A C-IRLS-FT moddszer vizsgalata Cauchy eloszlast koveté zajjal terhelt jel ese-
tében

A C-IRLS-FT robusztus viselkedésének ellendrzése érdekében az S=0,04 skalazo té-
nyez0ji Cauchy eloszlasu zajjal terhelt x3) jel felhasznalasa mellett is elvégeztem a vizsgala-
tot. A Cauchy zajos jel idétartomanybeli képe a 18. abran, a DFT-vel szdmitott zajos spekt-

rum pedig a 19. &bran lathatd6. A bemeneti adatsor iddtartomanybeli adattavolsaga
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D,,(Z3)(IN PUD=0,45544, a DFT-vel szamitott spektrumra vonatkozé spektrumtavolsag pedig
Dy3™=0,045829 volt.

Az elézOekben alkalmazott intervallumszamok alkalmazasa ¢és a Af=0,5 Hz interval-
lumhossz beallitdsa mellett a legjobb eredményt talan mar nem meglepd, hogy a M=161 in-
tervallumszam (f,..x=40 Hz frekvenciasav hatdr) esetében kaptam. Az adattavolsag értéke
D,,(Z3)(C‘IRLS‘F D=0,05572-re csokkent, ami kilencszeres javulast jelent. A C-IRLS-FT spektrum
Dy o3 ™5 0=0,010470 spektrumtavolsaga pedig 4,5-szoros csokkenést mutat a DFT
Dy 5™ spektrumtavolsagahoz képest.

Az 59. 4bran lathato a C-IRLS-FT spektrum képe, a 60. abra pedig a beldle szamitott
idétartomanybeli adatsort mutatja be. Az abrakat Gsszevetve a bemeneti adatsor és a DFT

spektrum képeivel nagyon jelentds javulast tapasztalunk mindkét tartomanyban.

0.1 — 0.1 —
E 005 — B 0.05 -
@ _ g .
z 3]
g@ 0 — g 0 —
X - % -
€ -0.05 — §-0.05
0.1 — 0.1 —
) I ) I ) I ) ) I ) I ) I )
-40 -20 0 20 40 -40 -20 0 20 40
f[Hz] f[Hz]

59. abra: A Cauchy eloszlasu zajjal terhelt x3) jel C-IRLS-FT-vel szamitott frekvenciaspekt-

ruma, M=161/intervallumszdm és Af=0,5 Hz intervallumhossz mellett

(C-IRLS-FT)

X3

60. abra: Az el6z6 abra C-IRLS-FT spektruma alapjan szdmitott idétartomanybeli adatsor

képe
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A fentieken kiviil vizsgaltam a Af intervallumhossz valtoztatasanak hatasat a spektrum
szamitas eserdményére vonatkozoan, €s statisztikai vizsgalatokkal is ellendriztem a C-IRLS-
FT modszer megbizhatdsagat. Ezeknek a vizsgalatoknak az eredményeit a fliggelék F.2. és

F.3. alfejezeteiben helyeztem el.

5.  INVERZIOS FOURIER-TRANSZFORMACIO Dirac-féle delta fiiggvényekkel

Az elozéekben az inverzids FOURIER-TRANSZFORMACIO Hermit fliggvényekkel, ill.
intervallumonként konstans fiiggvényekkel felépitett algoritmusat mutattam be. K6zos jellem-
z0je a bevezetett eljarasoknak a sorfejtéses diszkretizacio €s a sorfejtési egyiitthatokra megfo-
galmazott talhatarozott inverz feladat. Ebben a fejezetben ezt a koncepciot folytatva a Dirac-
féle delta fliggvényeket valasztom a sorfejtés bazisfliggvényeinek és bevezetem az INVERZIOS
FOURIER TRANSZFORMACIO D-LSQ-FT ill. a D-IRLS-FT eljarasait. Egyben bemutatom, hogy
az alkalmazott diszkretizacidval (Dirac-delta) specialis esetként visszakapjuk a hagyoméanyos
DFT algoritmust, vagyis a Fourier-transzformacio jelen dolgozatban bevezetett 0j felfogasa,
ebben a hataresetben atvezet a digitalis jelfeldolgozasban megszokott tradicionalis médszerek

vildgaba.

5.1. A frekvenciaspektrum diszkretizalasa Dirac-delta fiiggvényekkel

Vilasszuk a sorfejtés bazisfiiggvényeiként a Dirac-féle delta fliggvények sorozatat €s

irjuk fel a (17) sorfejtést ennek megfelelden az
M
X2 e 5(f~1) (40)
i=1

alakban, ahol &6(f — f,) az f; pontra lokalizalt Dirac-féle delta fiiggvény, c, a sorfejtési
egyltthatd, Af = f,,, — f, a mintavételi tdvolsag a frekvencia tartomanyban.

Az INVERZIOS FOURIER-TRANSZFORMACIO szempontjabol kiemelt jelentdségli G mat-
rixot a (20) altalanos Osszefliggés felhasznalasaval, a kovetkezOképpen allithatjuk el az

Dirac-delta fiiggvényes spektrum diszkretizacid esetére

Geo= [ @)™ df = [ A Y8 = f)-e"df =Y " (41)

—0o0
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A direkt feladat felirasakor a G matrix (41) dsszefiiggését felhasznalva a kovetkezd formula-

hoz jutunk.
M M o
xU(t) = zcin,i = Afz ¢ e/*h (42)
i=l i=l

A direkt feladat tehat formailag megegyezik a (11) szerint felirhaté inverz diszkrét Fourier-
transzformacio (IDFT) 6sszefliggésével.

A kettd kozotti azonossag abban az esetben all fenn egzakt modon, ha a mintavételi
torvénybdl szarmazo =kAt=k/(NAf) Gsszefliiggés figyelembe vétele mellett a M impulzus-
szdm megegyezik az idOtartomanybeli adatok N szamaval. Ilyenkor a Dirac-delta fliggvények
szerinti spektrum diszkretizalassal visszajuthatunk a jelfeldolgozas teriiletén hagyomanyosnak
tekinthetd DFT-IDFT algoritmusokhoz.

Visszatérve az INVERZIOS FOURIER-TRANSZFORMACIOS eljaras gondolatmenetéhez,
tegyiik fel, hogy az adatok szdma meghaladja a Dirac-delta fliggvények szerinti sorfejtés
egyltthatoinak szamat, azaz tovabbra is tulhatarozott inverz feladatként fogalmazzuk meg a
Fourier transzformaciot.

A tovabbiakban elészor a legkisebb négyzetek elve szerinti LSQ-FT, majd az iterativ
ujrastlyozas elve szerinti IRLS-FT modszer csalddokba tartozo, Dirac-delta fliggvények sze-
rinti spektrum diszkretizaldssal definialt valtozatok bevezetése, valamint a hozzajuk kapcso-

16d6 néhany eredmény bemutatasa kovetkezik.

5.2. A legkisebb négyzetek elve szerinti Fourier-transzformacio, Dirac-delta fiiggvényes

spektrum diszkretizacio esetén: D-LSQ-FT

A G matrix (41) szerinti eléallitasan alapuld (42) direkt feladat egyenletrendszerébe a
c; sorfejtési egyiitthatok (megfeleléen megvalasztott) értékeit behelyettesitve, iddtartomanybe-
li szamitott adatsort allithatunk elé. Tulhatarozott feladat esetében az ismert x;” (mért id6tar-

tomanybeli) adatok N szama meghaladja az ismeretlenek M szdmat, emiatt a megoldast az
e =X" —G¢c eltérésvektoron definidlt E(e) = E(c,,...,c,,) célfiiggvény széls6érték helyéhez
kotjik. A 2.1. alfejezetben bevezetett LSQ-FT eljaras esetében ez a célfliggvény az eltérés-

vektor L, normaja

N-1 M
E(cy,....c) = z(x;(n - zcin,i)z
k=0 i1
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Ennek minimumat a
a—E:0, (I=1..,M)
oc,

egyenletrendszerrel hatdrozhatjuk meg, ami formailag a (22)-ben megadott
G'Gec=G"x"
normalegyenletre vezet. A normalegyenlet megoldéasat a kdvetkezoképpen kaphatjuk
c=(G'G)"'G"x".
Ezzel az egyiitthato sorozattal a (40) szerint szdmithatjuk a spektrumot, azaz inverzids eljaras-
sal eldallitottuk a Fourier-transzformaltat.
A DIRAC-DELTA FUGGVENYES SPEKTRUM DISZKRETIZACIOT ALKALMAZO LEGKISEBB
NEGYZETEK ELVE SZERINTI FOURIER-TRANSZFORMACIOT (a tovabbiakban csak a roviditésével
azonositva D-LSQ-FT) a fentiek szerinti eljardssal definialjuk. (A roviditésben szereplé D

betli Dirac-delta sorozatra utal)

5.2.1. A D-LSQ-FT mddszer numerikus vizsgalata

A frekvenciaspektrum Dirac-delta fliggvények szerinti diszkretizdcidjanak bevezeté-
sével megteremtettilk a kapcsolatot az INVERZIOS FOURIER-TRANSZFORMACIO (I-FT) és a
diszkrét Fourier-transzformacio (DFT) k6zott. Abban az esetben, amikor az idétartomanybeli
bemeneti adatok N szdma megegyezik a Dirac impulzussorozat M teljes impulzusszdmaval, a
(42) direkt feladatanak invertalasdval a DFT egyenletrendszeréhez jutunk. Ezért kiilonosen
érdekes, hogy a talhatarozottsdgot megengedve kapott D-LSQ-FT moédszer numerikusan ho-
gyan viselkedik.

A D-LSQ-FT miikdodését ugyanolyan feltételek mellett ellendriztem, mint amit a 4.2.1.
részben bemutatott C-LSQ-FT vizsgélatoknal alkalmaztam. A zajmentes id6fliggvény (1. ab-
ra) esetében az adatok N=401 szamahoz képest elegendd volt kettdvel kevesebb M impulzus-
szamot felvenni ahhoz, hogy a kondici6szdm a nagyon kedvezd K=2 értéket vegye fel. A
Af=0,5 Hz-s impulzustavolsag mellett D,«(D "LSOFD = 38.10°0 spektrumtavolsagot, és a spekt-
rumon szamitott idéfiiggvény esetében D, =2 31.10°. Ez a spektrumtavolsag teljesen
megegyezett a DFT-vel kapott eredmény spektrumtdvolsagaval. A talhatarozottsag ndvelésé-
vel a D-LSQ-FT és a DFT spektrumtavolsdgok mindaddig szinte teljesen megegyeztek, amig

az M impulzusszam csOkkentésének koszonhetden mar a jel szempontjabol Iényeges
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spektralis tartomany egy része is levagasra keriilt. Tulajdonképpen a C-LSQ-FT-vel meg-
egyez0 jelenségrdl van sz6 ebben az esetben is (Id. 4.2.1.1. rész).

A D-LSQ-FT a Gauss zajos jel (4. dbra) esetén is nagyon hasonld viselkedést mutatott
a C-LSQ-FT-hez (1d. 4.2.1.2. rész). A kiilonb6z6 M impulzusszamok és Af=0,5 Hz-s impul-
zustavolsag mellett szamitott D-LSQ-FT spektrumok, a C-LSQ-FT-nél latottakkal (1d. 7. tab-
lazat) kozel azonos spektrumtavolsagokat produkaltak, és szinte teljesen megegyeztek a DFT
spektrum ugyanazon frekvenciasav hataron (f,...=(M-1)Af/2) beliil figyelembe vett részeinek

spektrumtavolsagaival.

5.3. Az iterativ ujrasilyozas elve szerinti Fourier-transzformacié, Dirac-delta fiiggvé-

nyes spektrum diszkretizaci6 esetén: D-IRLS-FT

Az Dirac-delta fiiggvényes frekvenciaspektrum diszkretizacid alkalmazasa mellett
levezetett G matrix (41) szerint képezhetd elemeinek segitségével, a mért €s szamitott adatok
sulyozott norméjanak minimalizaldsan alapuld inverzios algoritmusok is definidlhatok. A G
matrixot beépitve a 2.2. alfejezetben bevezetett IRLS-FT eljarasba, megfogalmazhatjuk a
D-IRLS-FT algoritmust.

Ennek érdekében a G matrix konkrét alakjara €piilé direkt feladatbol kell kiindulnunk,
melynek segitségével a (21) szerint allithatjuk el6 a szamitott adatok sorat. Az ismeretlen c;

sorfejtési egyiitthatok értékének meghatarozasakor a mért és a szamitott adatok é =x" —G¢

eltérésvektora (24)-el definialt stlyozott normajanak minimumat keresve jutunk eredményre.
Mivel a sulyozott normaban szerepld, (25) szerint szamithaté w; Cauchy sulyok is tartalmaz-
zak az ismeretlen sorfejtési egyiitthatokat, a (24) kifejezés az ismeretlenekben nem kvadrati-
kus. Ennek kdszonhetden a

OE,

=0, (l=1,..,M)

oc,
feltételhez kotott minimalizalas nemlineéris egyenletrendszerre vezet. Az iterativ jrasulyozas
modszerét (IRLS) alkalmazva az intervallumonként konstans fliggvények szerinti
diszkretizalas esetén, az i-edik iteracios lépésben a (i-1)-edik lépés eredménye alapjan szami-
tott stilyvektor keriil felhaszndldsra. A normalegyenlet igy a sulyozott legkisebb négyzetek
linearis modszerének felel meg €s a (41) szerint levezetett G matrix elemekkel felirt (21)

egyenletrendszerre vezet.
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A DIRAC-DELTA FUGGVENYES SPEKTRUM DISZKRETIZACIOT ALKALMAZO, ITERATIV
UJRASULYOZAS MODSZERE SZERINTI FOURIER-TRANSZFORMACIOT (a tovabbiakban csak a rovi-
ditésével azonositva D-IRLS-FT) a fentiek szerinti eljarassal definidljuk. Az eljarassal szami-
tott ¢; sorfejtési egylitthatokat a (40) 6sszefliggésbe helyettesitve, ami 1ényegében a Af impul-
zustavolsaggal vald szorzasukat jelenti, kapjuk meg a bemeneti adatsor becsiilt (diszkrét)

frekvenciaspektrumat.

5.3.1. A D-IRLS-FT modszer numerikus vizsgalata

A C-IRLS-FT 4.3.1. részben ismertetett numerikus vizsgéalataval megegyez6 feltételek
mellett teszteltem a D-IRLS-FT bementi zajjal szembeni rezisztenciajat. A 6. abran lathato
kiugro hibakkal terhelt, erésen zajos bementi adatsor esetében kiilonbozé M impulzusszamo-
kat és Af=0,5 Hz-es impulzustavolsagot beéllitva a C-IRLS-FT-hez nagyon hasonlé tulajdon-
sagokat mutatott a modszer. A legkedvezObb eredményt az M=161 impulzusszdm (fy.=40
Hz frekvenciasav hatar) megvalasztdsa hozta. A D-IRLS-FT spektrumot mindsitd spektrum-
tavolsag Dy o)™ 5 =0,0129-re csokkent a DFT-re vonatkozé Dy.™""=0,0625-hoz ké-
pest. A D-IRLS-FT spektrum alapjdn szamitott idéfliggvény adattavolsaga D,,(Zg)(D IRLS-
"=0,0818 értéket mutatott, ami a zajos bemeneti adatsor D, .™"Y"=0,6356 adattavolsag
értékéhez képest szintén jelentds javulast jelez. A
D-IRLS-FT spektrum képét a 61. abra mutatja be, amit a 7. abran 1athato DFT spektrummal

Osszevetve nagyon kedvezd valtozast tapasztalhatunk. Ugyanez mondhaté el a D-IRLS-FT

spektrum alapjan szamitott idéfliggvény esetében is, amit a 62. abra szemléltet.

0.1 — 0.1 —
£ 0.05 — E 005 —
@ _ g -
z e
e_ 0 — S 0 —
X - % -
£ -0.05 - § 005 —
0.1 — 0.1 —
) I ) I ) I ) ) I ) I ) I )
-40 -20 0 20 40 -40 -20 0 20 40
f[Hz] f[Hz]

61. abra: A kiugro értékeket produkald zajjal terhelt x ) jel D-IRLS-FT-vel szamitott frek-

venciaspektruma, M=161 impulzusszam €s Af=0,5 Hz impulzustavolsag alkalmazasa mellett
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(D-IRLS-FT)

I I I I I I I
-1 -0.5 0 0.5 1
62. dbra: Az el6z6 abra D-IRLS-FT spektruma alapjan szamitott idétartomanybeli adatsor

képe

A vizsgalatok végrehajtdsa sordn kapott eredmények azt mutatjak, hogy a Dirac-delta
fiiggvényes spektrum diszkretizacioval definialt INVERZIOS FOURIER-TRANSZFORMACIO, a
korabbiakban bemutatott két diszkretizacids megoldas (Hermit- ill. intervallumon konstans
fiiggvények) koziil, az intervallumonként konstans fliggvények rendszerére alapuld INVERZIOS
FOURIER-TRANSZFORMACIO-hoz nagyon hasonlé viselkedést mutat. Kiilonlegességét tulajdon-
képpen annak koszonheti, hogy az inverzids feladat tulhatarozottsagat csokkentve, az D-LSQ-
FT valtozat alkalmazaséaval egyre inkabb megkozelitjilk a DFT algoritmus altal szolgaltatott
spektrumot. A talhatarozottsag megsziinésének hataresetében pedig ez az I-FT valtozat egzakt
moédon visszavezet a tradicionalis DFT algoritmusra. Ennek egyik kovetkezménye, hogy a
harom diszkretizacids eljaras koziil a Dirac-delta fliggvényes tekinthetd programozas techni-
kailag a legegyszerlibben megvalosithatonak.

A D-IRLS-FT algoritmus specialitasat, a kiugro zaj értékeket eredményezd zaj elosz-
lasok esetén mutatott, figyelemre méltd zajjal szembeni rezisztencia adja meg. Ennek az I-FT
valtozatnak a zajelnyomas terén megmutatkozo teljesitménye ugyan elmarad a H-IRLS-FT-
vel szemben, 4am az egyszerlisége, €s az alkalmazhatdsagat érintd lazdbb kovetelmények miatt

mégis perspektivikus frekvenciaspektrum szdmitasi eljarasnak mindsithetd.
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Osszefoglalas

Az idOtartomanybeli adatsorok feldolgozasdnak mai szemmel nézve mar hagyoma-
nyosnak mondhato6 eszkoze a diszkrét Fourier-transzformacio (DFT). A DFT, ill. annak gyors
valtozata az FFT, megfelelden megvalasztott mintavételezés €s regisztralasi tartomany mel-
lett, zaymentes 1ddsor esetében nagy pontossaggal képes biztositani a bementi iddsor frekven-
ciaspektrumat. A bemenetet terheld zaj legcsekélyebb jelentkezésére azonban nagyon érzéke-
nyen reagal, és a kimeneten megjelend spektrum is zajossa valik. A gyakorlatban ezt a prob-
Iémat legtobbszor a spektrumszamitas elotti és/vagy utani zajsziirési eljarasok alkalmazéasaval
igyekeznek kezelni.

Ertekezésemben a zajos idStartomanybeli adatsorok spektrumszamitasi probléméjanak
kezelésére maganak a szamitasi eljarasnak az 0j alapokra helyezésével kerestem megoldast.
Ezek az alapok mar rendelkezésre alltak a Geofizikai Tanszék kutatoi ltal kifejlesztett sorfej-
téses geofizikai inverzid elmélete formajaban. A folytonos Fourier-transzformécio és inverz
megfeleldjének Osszefliggéseibdl kiindulva, altalanos értelemben véve egy linearis inverz
feladat megoldasara vezettem vissza a spektrumszamitast, melyet INVERZIOS FOURIER-
TRANSZFORMACIO-nak (I-FT) neveztem el. Ennek a koncepcidonak az alkalmazasat a meghata-
rozni kivant spektrumnak, valamely megfelelden megvalasztott bazisfliggvény-rendszer sze-
rinti, véges hosszusagu sorfejtéses alakban torténd felirasa teszi lehetdvé. Ezéltal a sorfejtési
egyltthatok veszik fel az ismeretlen paraméterek szerepét. Az ismeretlen paraméterek vektor-
tere és a mért idotartomanybeli adatok vektortere kozott linearis kapcsolat all fenn, melynek
konkrét alakjat alapvetden a sorfejtéses kozelitésnél alkalmazott bazisfliggvény-rendszer fi-
gyelembe vett elemei hatarozzak meg. A mérési adatok tobbletét biztositva az ismeretlen sor-
fejtési egylitthatok szdmahoz képest, az utobbiak meghatarozasat egy tulhatarozott inverz fel-
adat megoldasara lehet visszavezetni. A mérési adatokat terheld zajokkal szembeni reziszten-
ciat az alkalmazott inverzids feladatmegoldo eszkoz biztositja, a célfliggvénye segitségével
megfogalmazott optimum kritériumnak koszénhetden.

Az inverzios feladatmegold6 eszkdzok megvalasztasaval két modszert vezettem be az
INVERZIOS FOURIER-TRANSZFORMACIO koncepcidjara alapozva. A LEGKISEBB NEGYZETEK
ELVE SZERINTI FOURIER-TRANSZFORMACIO alapvetéen a Gauss, vagy ahhoz kozeli eloszlast
kovetd zajjal szemben képes ellenalloképességet biztositani. Az ettdl jelentdsen eltérd, kiug-

roan zajos értekeket produkalo eloszlasok esetében pedig, a Cauchy-stlyozas hasznalata mel-
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lett alkalmazott stilyozott norma minimalizalasara alapuld ITERATIV UIRASULYOZASOS LEGKI-
SEBB NEGYZETEK ELVE SZERINTI FOURIER-TRANSZFORMACIO kinal megoldast.

A spektrum sorfejtéses diszkretizdlasahoz felhasznalt hdrom kiilonb6zd bazisfligg-

vény-rendszer kivalasztasaval mindkét mdodszeren beliil harom, szamitogépi program forma-
jaban is implementéalhatod valtozatot alakitottam ki. Az Hermit fliggvényrendszeren alapuld
spektrumanak meghatdrozasara alkalmas. Gauss eloszlasu zaj esetében a legkisebb négyzetek
elve szerinti Fourier-transzformaciot alkalmazo valtozat, a H-LSQ-FT, egyértelmiien bizonyi-
totta a hatékony zajelnyomo képességét a szamitott spektrum és a neki megfeleld 1défliggvény
tekintetében egyarant. A kiugrd zajértékeket produkald zajeloszlasok alkalmazéasa mellett
pedig az iterativ Gjrastlyozas elve szerinti valtozat, a H-IRLS-FT mutatott rendkiviil jo telje-
sitményt a zaj hatdsanak csOkkentése terén. Az eredmények megbizhatdsagat az elvégzett
statisztikai vizsgalatok is aldtamasztottak.
A spektrum sorfejtéses diszkretizdlasanak masik lehetséges megoldasat jelenti az intervallu-
monként konstans fliggvények rendszerének alkalmazasa. Ennél a spektrum diszkretizacional
a legkisebb négyzetek elve szerinti valtozat, a C-LSQ-FT, hasonl6 eredményeket szolgaltatott,
mint a DFT algoritmus. Az iterativ Ujrastlyozéasos elv szerinti C-IRLS-FT azonban nagyon
szépen megtisztitotta a jelet a kiugro zajértékek hatasatoél mindkét tartomanyban.

Az értekezésemben utolsoként bevezetett sorfejtéses spektrum diszkretizdlasi megol-
dast a Dirac-delta fliggvények sorozatara alapoztam. Ezzel a véalasztassal nem csak a sorfejtési
egyltthatok, hanem a figyelembe vett frekvencia értékek tekintetében is diszkretizaltam a
szamitand6 spektrumot. Ilyen moédon a DFT algoritmus kifejlesztéséhez vezetd elgondolashoz
képest fliggetlen utat bejarva érkeztem vissza annak szemléletmodjadhoz. A vizsgalatok ered-
ményei egyértelmiien bizonyitottak, hogy a legkisebb négyzetek elve szerinti valtozat, a D-
LSQ-FT, az egyértelmii meghatarozottsag hataresetében a DFT-vel teljesen megegyez6 ered-
ményt ad. Ezzel tulajdonképpen feltartam az INVERZIOS FOURIER-TRANSZFORMACIO koncep-
cidjanak kapcsolodasi pontjat a hagyomanyosnak mondhatd spektrumszamitési eljarashoz. A
Dirac-delta fiiggvényes spektrum diszkretizaciot alkalmaz6 iterativ ujrastilyozasos elv szerinti
Fourier-transzformécio, a D-IRLS-FT, viszont a DFT-t6l jelentdsen eltérd viselkedést muta-
tott kiugrod zajértékeket produkdld zajeloszlasok esetében. Ennek jelentdsége a jel mindkét

tartomanyban megnyilvanulo, figyelemre mélté mértékii megtisztulasdban mutatkozott meg.
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Koszonetnyilvanitas

Elséként témavezetdémnek, Dr. Dobroka Mihalynak mondok kdszonetet, a kutatdsom
¢és az értekezésem megirdsa kozben felmeriilt problémékkal kapcsolatban nyujtott hasznos
tandcsaiért, valamint faradtsagot nem ismerd pontositd, ellendrzo tevékenységéért.

A spektralis adatfeldolgozas teriiletéhez kapcsolddo kérdések tisztdzadsaban Dr. Turai
Endre segitségére mindig szamithattam, ezért kiilon kdszonettel tartozom neki is.

Nem feledkezhetek meg a Geofizikai Tanszeék kollektivaja részérdél folyamatosan
megnyilvanuld tdamogatd, segité magatartasrol, melynek hidnyaban csak nagyon lassan halad-
hattam volna eldre kutatdsomban ¢€s értekezésem elkészitésében. Mindnyajuknak koszonom.

Végiil, de nem utols6 sorban kdszonetet mondok csalddomnak, melynek szeretd ¢€s

példamutatd kozege a lelkierd elapadhatatlan forrasat jelentette szdmomra.
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Fiiggelék

A frekvenciaspektrum intervallumonként konstans fiiggvényes diszkretizaciojara vo-

natkozo tovabbi vizsgalatok

A fliggelékben foglaltam 0ssze az INTERVALLUMONKENT KONSTANS FUGGVENYSOROS
DISZKRETIZACIOT ALKALMAZO INVERZIOS FOURIER-TRANSZFORMACIO elézdleg mar bevezetett
valtozatai (C-LSQ-FT 4.2. alfejezet, C-IRLS-FT 4.3. alfejezet) viselkedésének megismerésére
iranyuld tovabbi vizsgalataim eredményeit.

Ezeknek a vizsgalatoknak a végrehajtasa sordn foként arra a kérdésre kerestem a va-
laszt, hogy a Af intervallumhossznak, a mintavételi torvénybdl kovetkezo értektdl eltérd meg-
valasztasa, milyen hatast fejt ki a spektrumbecslés pontossagara €s a spektrum alapjan szdmi-
tott idofliggvényre vonatkozdan. Ezen kiviil bemutatom a C-IRLS-FT-vel kapott kedvezd
eredmények megbizhatosdganak ellendrzése érdekében elvégzett statisztikai vizsgéalataim

eredményeit is.

F.1. A C-LSQ-FT médszer vizsgalata az intervallumhossz valtoztatasa mellett

Mar a zajmentes jel C-LSQ-FT modszerrel elvégzett feldolgozasi eredményeit bemu-
tatd 4.2.1.1. részben leirtak alalpjan, megfogalmazodhatott az olvasdban a Af intervallum-
hossz valtoztatdsanak lehetdsége. A mintavételi torvénybdl, erre a konkrét esetre adodo,
Af=1/(2T)=1/(2-1s)=0,5 Hz értéktdl csupan az intervallumhossz novelésének irdnyaba térhe-

tiink el, amit el6szor a zajmentes jel, majd a Gauss zajos jel esetében probaltam ki.
F.1.1. A zajmentes jel esete

A felmertilt kérdés tisztazasa érdekében megduplazva az intervallumhosszat, Af=1 Hz
beallitasa és a M intervallumszam valtoztatasa mellett is feldolgoztam a zajmentes jelet. Az

intervallumhossz novelése kiilonbdzo hatést fejtett ki a C-LSQ-FT-vel kapott spektrumra €s a

bel6le szamitott idéfliggvényre vonatkozdéan. A 9. tablazat mutatja be a szamitott spektrumot
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mindsitd spektrumtavolsag értékének valtozasat, a M intervallumszam fokozatos csdkkentése

mellett.

intervallum- | frekvenciasiav | kondiciészam | spektrumtavolsag
szam (M) hatara f,,.. (K) D/tSeFD
191 95 Hz 1,23 1,16-10"
161 80 Hz 1,23 1,26-10"
121 60 Hz 1,23 1,5-10"
81 40 Hz 1,23 1,78-10"
41 20 Hz 1,23 9,48-10™

9. tdblazat: A spektrumtavolsag értékek valtozasa a M intervallumszam fliggvényében, zaj-

mentes jel és Af=1 Hz intervallumhossz esetén

A 6. és a 9. tablazat adatait egyiittesen elemezve megtigyelhetd, hogy az Af interval-
lumhossz novelése, lecsokkentette a megegyez0 fnq.x frekvenciasav hatarok esetében a M in-
tervallumszam ¢és a K kondiciészdm értékeit. A Af intervallumhossz novelésével a spektrum-
tavolsdgok nagyjabol a felére csokkentek, ami egyértelmi javulast jelent a spektrumkdozelités
mindségeében. Hatranyaként jelentkezik a spektrum durvabb felbontasban torténd eldallitasa,
ami azonban egyszerl lineéris interpolacidval kezelhetd probléma.

A nagyobb (kétszeres) Af intervallumhossz a C-LSQ-FT mddszerrel kapott spektrum
alapjan szdmitott id6fliggvényre olyan hatast fejtett ki, mintha felére csokkent volna a 27=2s
hosszlsagl regisztraldsi id6. Emiatt az eredeti 27 regisztralasi tartomany els6 és utolsd ne-
gyedében megjelent a fele idOtartamra csonkitott idofliggvény ismétlése (két részre bontva, a
részek felcserélt sorrendjében), a szinusz kardinalisz fliggvénycsillapitd hatasanak érvényesii-
Iése mellett. A jelenséget szemléltetd 63. abra grafikonjdnak két végét képzeletben Osszeil-
lesztve olyan hengert kapunk, melynek paldstjan jelenik meg az idéfliggvény alakjanak ismét-
16dése a szinusz kardindlisz fliggvény 1d6tol fiiggd csillapitd hatasa mellett.

Az intervallumhossz durvitasanak koszonhetd regisztracios id6 csokkenés megfelel a
mintavételi tételben foglaltaknak. A csokkent amplitidoval jelentkezd ismétlddés azonban az
inverzios feladatmegoldasnak kdszonhetd. A bemutatott jelenség miatt, a C-LSQ-FT spekt-
rum alapjan szamitott idéfiiggvény €s a zajmentes idofliggvény kozotti eltérés mindsitésének
a teljes regisztralasi tartomanyon nincs értelme. Ennek megfeleléen az adattavolsag szamita-

satol eltekintettem.
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63. dbra: Az intervallumhossz novelésének (Af=1 Hz) hatasa a C-LSQ-FT-vel kapott spekt-
rum alapjan szamitott idéfliggvényre, M=191 intervallumszam (f,,.x=95 Hz) €s zajmentes jel

esetében

A Af intervallumhossz tovabbi novelése természetesen egy bizonyos hatdron til mar a
szamitott spektrumra nézve is hatranyos, hiszen tulsagosan elkeni a frekvenciatartomanybeli
valtozasokat. Ezt a kovetkeztetést tdmasztja ald a Af=2 Hz felbontds és M=96 intervallum-
szam (fn=95 Hz) megvalasztasa mellett kapott spektrum D,«(C‘LSQ‘F D=0,002 spektrumtavol-
sdg érték, ami a 9. tablazat azonos f,.. frekvenciasav hatarahoz képest két nagysadgrendnyi

romléast tikroz.

F.1.2. A Gauss zajjal terhelt jel esete

Ezutdn megvizsgaltam az intervallumhossz kétszeresre novelésének (Af=1 Hz) hatdsat
a Gauss zajos jel (4. abra) esetében is. A 10. tablazatba foglalt eredmények alapjan nem lehet
egyértelmill 6sszefliggést felfedezni a M intervallumszam ¢€s a spektrumtavolsag értékek valto-
zéasa kozott. A spektrumtavolsag értékek csak nagyon kicsit valtoznak, am mindegyik esetben

valamivel jobbak, mint a DFT-vel szamitott spektrumra vonatkozo Dy.;)”""=0,01032 érték.

intervallum- | frekvenciasiav | kondiciészam | spektrumtavolsag
szam (M) hatara f},.. (K) D/C5¢FD
191 95 Hz 1,23 0,00784
161 80 Hz 1,23 0,00807
121 60 Hz 1,23 0,0084
81 40 Hz 1,23 0,00789
4] 20 Hz 1,23 0,0083

10. tablazat: A spektrumtavolsag valtozasa az intervallumszam fliggvényében, Gauss zajos jel

¢€s Af=1 Hz intervallumhossz esetén
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Ez a gyenge javuléds arra 0sztonzott, hogy még nagyobb intervallumhossz (Af=2 Hz)
alkalmazasa esetében is megvizsgaljam a C-LSQ-FT muikodését a Gauss zajos jelen, A 11.
tablazatba foglalt eredmények koziil figyelemremélto az f,,,=95 Hz frekvenciasav hatarhoz
tartozod Dy =0,00573 spektrumtavolsag érték, ami mar majdnem kétszeres javulast
jelent a DFT-vel szdmitott spektrumhoz képest.

A téblazat adatainak megfigyelése alapjan ennél az intervallumhossznal egyértelmii
Osszefliggést vehetiink €szre a M intervallumszadm ¢és a spektrumtavolsag kozott. A kedvezébb

eredmények a nagyobb intervallumszdmoknal jelentkeznek.

intervallum- | frekvenciasiav | kondiciészam | spektrumtavolsag
szam (M) hatara f},.. (K) D/5eFD
96 95 Hz 1,11 0,00573
81 80 Hz 1,11 0,00627
61 60 Hz 1,11 0,00687
4] 40 Hz 1,11 0,0072
21 20 Hz 1,11 0,00818

11. tablazat: A spektrumtavolsag valtozasa az intervallumszam fliggvényében, Gauss zajos jel

€s Af=2 Hz intervallumhossz esetén

Az intervallumhossz tovabbi ndvelése azonban mar nem javitotta, hanem rontotta a
spektrumtévolsag értékeket. Ebbdl arra kovetkeztettem, hogy a szamitott spektrumban zaj-
csOkkenést eredményezd Af intervallumhossz méretet a jel spektrumaban rejld determiniszti-
kus valtozasokhoz igazitva kell megvalasztani. A tal nagy intervallumhossz a zajon kiviil mar
a spektralis informaciodtartalmat is elkeni, a tal kicsi intervallumhossz viszont még a zaj hata-

sat is jelentds mértékben atengedi.

F.2. A C-IRLS-FT moddszer vizsgalata az intervallumhossz valtoztatasa mellett
A kiugro értékeket produkalo zajjal terhelt xp,) jelre vonatkozo, 4.3.1. fejezetben be-

mutatott vizsgalatot az intervallumhossz Af=1 Hz-re ndvelése mellett is elvégeztem, melynek

eredményeit a 12. tdblazatban foglaltam Gssze.
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intervallum- | frekvenciasav | spektrum- tavol-
szam (M) hatara f,,,. sag
Dﬂ ) (C-IRLS-FT)

191 95 Hz 0,055

161 80 Hz 0,03244
121 60 Hz 0,01005
81 40 Hz 0,01069
4] 20 Hz 0,02466

12. tablazat: A C-IRLS-FT modszerrel kapott eredmények mindsitése, a kiugro értékeket pro-

dukalo zajjal terhelt x ) jel és Af=1 Hz-es intervallumhossz alkalmazasa esetén

Az M=121] mtervallumszadmnal jelentkezd legkedvezdbb spektrumtévolsag érteke a Af=0,5
Hz-es intervallumhossznal kapott legjobbhoz képest (M=161, Dy.p) ™ 5"=0,01523, 1d. 8.
tablazat) tovabb javult. Ennek eredményeképpen a DFT-hez tartozo D,«;(Zg)(D D=0,06223 spekt-
rumtavolsaghoz képest, tobb mint hatszoros csokkenés jelentkezett. Az intervallumhossz no-
velése tehat a jel determinisztikus részének tulajdonsagaitdl fliggd hatadrokon beliil eldnyt je-
lenthet a szamitott spektrumra nézve. Szamolni kell azonban azzal a kovetkezménnyel, hogy a
C-IRLS-FT spektrum alapjan szarmaztathato idéfiiggvény figyelembe vehetd tartomanya, a
Af megndvelése mérkének megfelelden lesziikiil (jelen esetben felére).

A 64. abra mutatja be a C-IRLS-FT-vel kapott legkedvezdbb spektrumot, amin a fel-
dolgozas utan visszamaradt zaj tekintetében kismértékii javulds tapasztalhato, a rovidebb in-
tervallumhossz (Af=0,5 Hz) melletti legjobb eredményt megjelenité 57. abra spektrumahoz
viszonyitva.

Az intervallumhossz novelésének hatdsat megvizsgaltam a Cauchy eloszlast zajjal
terhelt x.3) jellel kapcsolatban is. Az intervallumhosszt Af=1 Hz-re ndvelve és megtartva az
fmax=40 Hz frekvenciasav hatart, a spektrumtavolsag tovabb javult a 4.3.1.1. részben targyalt
Af=0,5 Hz-es intervallumhossz esetéhez képest (D,,(Z3)(C‘IRLS‘F D=0,05572). A C-IRLS-FT-vel
szamitott  spektrumra  kapott  Dy.3 " 7=0,006647 értéck a DFT  spektrum
D,«;(Z3)(D =0,045829 spektrumtavolsagahoz képest majdnem hétszeres csokkenést jelent. A
nagyobb intervallumhosszal kapott spektrum 65. dbran lathatd képét Osszevetve a 59. abra

kisebb intervallumhosszal kapott spektrumaval, a javulas azonnal észrevehetd.
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64. abra: A kiugro értékeket produkaléd zajjal terhelt x ) jel C-IRLS-FT-vel szamitott frek-

venciaspektruma, M=12Iintervallumszam és Af=1 Hz intervallumhossz alkalmazasa mellett
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65. abra: A Cauchy eloszlasu zajjal terhelt x3) jel C-IRLS-FT-vel szamitott frekvenciaspekt-

ruma, M=81 intervallumszam és Af=1 Hz intervallumhossz alkalmazasa esetén
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F.3. A C-IRLS-FT statisztikai vizsgalata

A C-IRLS-FT statisztikai vizsgéalata érdekében, a 3.4.7.3. részben ismertetett
statisztikai vizsgalatnadl mar felhasznalt, és a 3.3.1. részben leirt modon generalt zaj alapjan
létrehozott 10 zajos adatsort hasznaltam fel. A bemend adatsoroknak a zajmentes idofligg-
vényhez viszonyitott eltérését jellemzd adattavolsagok atlaga D,”ar,;ag(m PUD=0,63166, az atlag-
hoz viszonyitott relativ szords pedig S,”,e;.(m PUD =0 08892 volt. A Af=0,5 Hz-es intervallum-
hossz rogzitése €s kiillonb6zd intervallumszamok alkalmazédsa mellett kapott eredményeket
mindsitd mennyiségek értekeit a 13. tablazatban foglaltam 6ssze. Az intervallumszadmok val-
tozdsanak koszOnhetden eltérd f,.. frekvenciasdv hatarok esetében kismértékii valtozasok
jelentkeztek a zajos adatsorokon szamitott DFT spektrumok spektrumtavolsdg atlagaiban €s
relativ szorasaiban. A pontos kiértékelés lehetove tétele érdekében ezeket az értékeket is fel-

tintettem a tablazatban.

C-IRLS-FT adat- C-IRLS-FT DFT
intervallum- | frekvenciasav tavolsag spektrum- spektrum-

szam hatara tavolsag tavolsag

M Jonax atlag relativ atlag relativ atlag relativ

SZOras SZOras SZOras

381 95 Hz 0,7574 0,1475 | 0,09059 | 0,1554 | 0,06336 | 0,08839
321 80 Hz 0,5353 0,1547 | 0,07019 | 0,1632 | 0,06329 | 0,09104
241 60 HZ 0,2256 0,2709 | 0,03384 | 0,31904 | 0,06286 | 0,07523
161 40 Hz 0,1053 0,1947 | 0,01961 | 0,22507 | 0,06265 | 0,08608

81 20 Hz 0,1645 0,0927 | 0,02683 | 0,1674 | 0,06251 | 0,08324

13. édbra: A C-IRLS-FT moédszer statisztikai vizsgéalataval kapott eredmények, a kiugro érté-

keket produkald zajeloszlas és Af=0,5 Hz intervallumhossz alkalmazésa esetén

Az egyetlen zajos jelen végzett vizsgalat 8. tablazatbeli eredményeivel 6sszhangban, a
M=161 (f.x=40 Hz) intervallumszam szolgaltatta a legjobb adattavolsag és spektrumtavolsag
atlagokat. Ha ennél a beallitasnal figyelembe vessziik az (atlagokhoz viszonyitott) relativ szo-
rasokat, akkor az adattavolsdgban legalabb 6tszords, a spektrumtavolsag tekintetében pedig
legalabb 2,5-sz6r0s javulads varhato el a C-IRLS-FT-t6l az adott zajeloszlasra vonatkozoan.

A statisztikai vizsgalatot elvégeztem a nagyobb intervallumhossz (Af=1 Hz) beéllitasa

mellett is, melynek eredményeit a 14. tdblazat mutatja be.
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intervallum- | frekvenciasav C-IRLS-FT DFT
szam hatar spektrumtavolsag spektrumtavolsag
M Jomax atlag relativ szoras atlag relativ szoras
191 95 Hz 0,04949 0,21130 0,06239 0,09999
161 80 Hz 0,02569 0,37182 0,06258 0,10240
121 60 HZ 0,01454 0,22815 0,06223 0,09172
81 40 Hz 0,01152 0,25711 0,06297 0,11581
4] 20 Hz 0,02175 0,25210 0,06101 0,10752

14. tablazat: A C-IRLS-FT modszer statisztikai vizsgalataval kapott eredmények, a kiugro

értékeket produkalo zajeloszlas és Af=1 Hz intervallumhossz alkalmazasa esetén

Az optimum ugyananndl az f,.,. =40 Hz-es savhatarnal jelentkezett, mint ami a kisebb
intervalum hossznal biztositotta a legjobb spektrumtavolsag atlagot. Ez az eredmény a relativ
szorast 1s figyelembe véve legalabb négyszeres javulast valoszinlisit a DFT-vel szamitott
spektrumok spektrumtavolsadgainak atlagdhoz képest.

A statisztikai vizsgalatot kiterjesztettem az S=0, 04 skéalazé tényezdji Cauchy eloszlés-
ra is. A H-IRLS-FT tesztelésénél (3.4.7.3. rész) mar felhasznalt 10 zajos adatsort hasznaltam
fel. A bemeneti adatsorokban jelenlévé =zaj hatasat mindsit6 atlagos adattavolsag
D,,ar,;ag(m PUD -0 6920 volt, a hozza kapcsolodo relativ szoras pedig S,,,e;.(m PUD =) 6223 értéket
vett fel. A kisebb, Af=0,5 Hz intervallumhossz alkalmazasaval kapott eredmények josagat
mindsitd mennyiségeket a 15. tablazatban foglaltam 6ssze. A kiilonb6zd M intervallumsza-
moknak az eredményekre kifejtett hatasa, 6sszhangban all az el6z6 zajeloszlas esetében mu-
tatkozoval. Az intervallumszdm csokkenése egy bizonyos pontig javitja az eredményt, a tul
rovid intervallumhossz spektralis informaciot tilzott mértékben figyelmen kiviil hagy6 tulaj-
donséaga, azonban az optimumon tal mar egyre kedvezdtlenebb eredményhez vezet. Az el6z6
vizsgalatokhoz hasonloan az f,.,.=40 Hz frekvenciasav hatar mellett jelentkezett a legjobb
adattavolsag és spektrumtévolsdg atlag. A relativ szordsokat is figyelembe véve, iddtarto-
manyban legalabb 4,4-szeres, frekvenciatartomanyban pedig 2,8-szoros javuldsra lehet szami-

tani a vizsgalt zajeloszlas esetén.
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. frekvencia- C-IRLS-FT C-IRLS-FT DFT
intervallum- A z z 2 . % ,
szém sav adattavolsag spektrumtavolsag | spektrumtavolsag |
M hatara atlag relativ atlag relativ atlag relativ
Jmax széras széras széras
381 95 Hz 0,8176 0,6580 | 0,10820 | 0,72850 | 0,06963 | 0,62392
321 80 Hz 0,3772 0,5839 [ 0,05195 | 0,71080 | 0,06942 | 0,62294
241 60 HZ 0,1632 0,3610 | 0,02440 | 0,34050 | 0,06886 | 0,61949
161 40 Hz 0,0894 0,5525 | 0,01602 | 0,5160 | 0,06969 | 0,62286
81 20 Hz 0,1616 0,1832 | 0,02472 | 0,35679 | 0,06903 | 0,62067

15. tablazat: A C-IRLS-FT modszer statisztikai vizsgalataval kapott eredmények, Cauchy

zajeloszlas és Af=0,5 Hz intervallumhossz alkalmazasa esetén

A Cauchy eloszlast zaj alkalmazésa esetében is eldnydsnek bizonyult az intervallum-
hossz Af=1 Hz-re novelése, amint az a 16. tablazat adatai alapjan lathat6. A 14. tablazat adata-
ival Osszevetve, mindegyik f,.. savhatar érték mellett jobb spektrumtavolsdg eredmények
sziilettek a kisebb intervallumhossznal tapasztaltakhoz viszonyitva. Itt is az f,,,=40 Hz-es
frekvenciasav hatar mellett kaptam a legjobb eredményt, ami alapjan legkevesebb 6,6-szoros

javulast remélhetiink a C-IRLS-FT-tdl a spektrumtavolsag tekintetében.

intervallum- frekvenciasav C-IRLS-FT DFT
szam hatara spektrumtavolsag spektrumtavolsag
M Sinax atlag relativ szoras atlag relativ szoras
191 95 Hz 0,02654 0,40203 0,07017 0,62777
161 80 Hz 0,01595 0,50675 0,07004 0,62888
121 60 HZ 0,01067 0,31835 0,06885 0,63152
81 40 Hz 0,00757 0,38601 0,06945 0,62764
4] 20 Hz 0,02081 0,26250 0,06946 0,60368

16. abra: A C-IRLS-FT moddszer statisztikai vizsgéalataval kapott eredmények, Cauchy zajel-

oszlas €s Af=1 Hz intervallumhossz alkalmazésa esetén

A fentiekben bemutatott statisztikai vizsgalatok megerdsitették az egyedi adatsorokon
végrehajtott vizsgalatok eredményeit. A C-IRLS-FT kiugro zajértékekkel terhelt adatsorok €s
Gauss-tol eltérd zajeloszlas esetében jelentds mértékii rezisztenciat képes biztositani a spekt-

rumszamitas teruletén.
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