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Minden fázisdiagram számítási módszer használ mérési adatokat, így az általunk 
fejlesztett ESTPHAD módszer is. Megvizsgáltuk, hogy a számítások pontossá-
gára milyen hatással van a felhasznált adatok mennyisége. A megfelelő pontos-
ságú számításhoz szükséges minimális adatmennyiség meghatározásának első-
sorban a kísérleti tervek összeállításánál – pl. likvidusz görbe felvétele – van 
jelentősége. A mérési eredmények felhasználása során azonban fontos lépés a 
mérési hibát tartalmazó adatok kiszűrése, ezért kidolgoztunk egy számításhoz 
kapcsolt mérési hibakereső algoritmust.  
Kulcsszavak: egyensúlyi  fázisdiagram, ESTPHAD számítás, hibaanalízis. 

 
Every phase diagram calculation method uses measured data, the ESTPHAD 
method too. This paper shows the analysis how the measured data amount 
influences the accuracy of thecalculation. The determination of the least data 
amount is very important when you plan a liquidus temperature measurment. 
The detection and selection of the measurement errors is a very significant step 
in the calculations, so a „measurement error finder“ was developed, built in the 
ESTPHAD algorithm. 
Keywords: equilibrium phase diagram, ESTPHAD calculation, error analysis. 
 
Bevezetés  
 
Az ESTPHAD számítási algoritmus abból indul ki, hogy egyensúlyi állapotban a 
fázisok parciális moláris szabadentalpiái egyenlőek (1. ábra). [1.] [2.] Ebből 
kiindulva, hosszabb levezetést és sorba fejtést követően a likvidusz hőmérséklet 
kétalkotós rendszerben a következőképpen számítható:  
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ahol: T0          a tiszta alkotó olvadáspontja, 

 )( I
BXF a számított ESTPHAD függvény, 

 )(iA a függvény együtthatói. 

 

1. A számításhoz felhasznált adat-
mennyiség hatása a számított 
eredmények pontosságára 

Az ESTPHAD módszer alkalmazása 
során lényeges kérdés, hogy a 
likvidusz hőmérséklet megfelelő 
pontosságú leírásához minimálisan 
hány adatpárra van szükség, mekko-
ra az a legkisebb adatmennyiség, 
amelyet feldolgozva az elvárt pon-
tosságú eredményeket kapjuk. Ezt 
elsősorban nem a már meglévő mé-
rési adatbázisok feldolgozása miatt 
fontos tudni, hanem ötvözetek 
likvidusz hőmérsékletmérési tervei-
nek elkészítésénél bír nagy jelentő-
séggel. Ismerve az ESTPHAD mód-
szer szer „adatigényét”, optimálisan megtervezhető a mintadarabok száma. 

 

A minimális adatszükséglet meghatározására kidolgozott vizsgálati terv: 

1. Grafikus formában meglévő egyensúlyi fázisdiagramok likvidusz görbé-
inek „nagy felbontású” digitalizálása (2–300 koncentráció-hőmérséklet 
adatpár). 

2. Ezt követően az összes adatot tartalmazó adatbázis felhasználásával 
meghatározzuk az adott likvidusz görbét leíró ESTPHAD egyenlet A(i) 
paramétereit, valamint a digitalizált és a számított hőmérséklet eltéréseit 
a szokásos módon elemezzük. 

3. Kidolgoztunk egy „adatmennyiség-csökkentő algoritmust”: az 1. pont-
ban digitalizált adatok száma legyen „m”, „k” a csökkentési lépések 
száma, „n” pedig a csökkentett adatbázisban szereplő adatok száma. (A 
teljes adatbázis esetén értelemszerűen: m = n, és k = 0.) Peremfeltétel-
ként meghatároztuk, hogy az adatbázisban szereplő első és utolsó értéket 
nem lehet törölni, hiszen ezen adatok elvesztésével csökkenne a megha-

 
1. ábra. A kétfázis szabad entalpia  

görbéje, és a parciális moláris szabad 
entalpiák egyenlősége egyensúlyi  
állapotban, adott hőmérsékleten 
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tározott ESTPHAD egyenlet értelmezési tartománya. A lépésenkénti 
csökkentést a két végpont közötti adathalmaz felezésében határoztuk 
meg (minden második adat törlendő). Az „adatmennyiség csökkentő al-
goritmusban” az adott lépésben meglévő adatbázis nagysága a követke-
zőképpen számítható: 
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4. A különböző lépésekben előállított adatbázisok mindegyikénél – „n(k)” 
darab adatpárból – meghatározzuk az ESTPHAD egyenlet A(i)n/m para-
métereit. A kiszámított paraméterek segítségével a teljes adatbázisra (te-
hát minden egyes „m” digitalizált összetételnél) elvégezzük a likvidusz 
hőmérséklet kiszámítását, és elemezzük a számítások pontosságát, majd 
összehasonlítjuk a 2. lépésben – teljes adatbázis alapján – számoltakkal.  

5. A minimálisan szükséges adatmennyiség meghatározása. Az adatmeny-
nyiséget addig csökkentjük, ameddig a csökkentett adatbázisban előállí-
tott A(i)n/m paraméterek felhasználásával az összes „m” adat esetében a 
digitalizált és a számított érték eltérése a digitalizált hőmérséklethez vi-
szonyítva ±1%-on belül marad. Amennyiben ennél nagyobb eltérés jele-
nik meg bármely pontnál, az adatmennyiséget nem elegendőnek tekint-
jük. 

 

Vizsgálatunkban a MgO-Al2O3binér egyensúlyi fázisdiagram [3] MgO-ban 
dús fázis likvidusz görbéjének feldolgozásával foglalkoztunk. 188 adatból indul-
tunk ki, majd 95, 48, 25, 13, illetve 7 adatig csökkentettük az adatok számát. A 
likvidusz görbét az elejétől a végéig azonos hőmérséklet-léptékekkel digitalizál-
tuk (4,5 K), így a likvidusz görbe alakja miatt (0–10 % Al2O3 tartalom között 
kisebb a meredeksége a görbének) az alacsonyabb Al2O3 koncentráció tarto-
mányban kevesebb adat van a görbéről, mint a további részeken. Ebből követke-
zően az ilyen bonyolultabb alakú likvidusz görbék esetén a minden második adat 
törlésével véghezvitt adatcsökkentéssel olyan adatbázist kapunk, amely az ada-
tok eloszlására nézve nem egyenletes, a görbe bizonyos részeiről kevesebb adat 
áll rendelkezésre. A csökkentett adatmennyiségű vizsgálatok esetén megfigyel-
hető, hogy ezen 0–10% Al2O3 tartományban jelennek meg az egész számítás 
legnagyobb (de még így is elfogadható mértékű) eltérései. Ez egyrészt a görbe-
alak ezen részének nehezebb illeszthetőségének, másrészt az adatok hiányának 
köszönhető. 

Végeztünk olyan vizsgálatot is, melyben az adatcsökkentést a koncent-
ráció szempontjából egyenletes eloszlással hajtottuk végre, a számításban 5 tö-
meg %-onként (Al2O3), majd 10 tömeg %-onként voltak adatok (e12, e7 adat-
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sor). Kíváncsiak voltunk arra is, hogy amennyiben a változó meredekségű tar-
tományból több adatot emelünk be a számításba (súlyozzuk ezt a görbe sza-
kaszt), akkor a görbe elején tapasztalható nagyobb eltérés csökkenthető-e (s16, 
s13, s7 adatsor). 

Az egyes lépésekben a digitalizált és a számított értékek közötti kü-
lönbség a 2. ábrán látható. Az (a) részen a felezve csökkentett adatbázisok szá-
mításai, a (b) részen a súlyozottan, illetve az összetétel szempontjából egyenlete-
sen csökkentett adatbázisok eredményei láthatóak. 
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2. ábra. A digitalizált és a számított adatok eltérése az Al2O3 koncentráció 
függvényében.  

a) felezve csökkentett; b) súlyozottan és egyenletes összetétel léptékkel 
csökkentett adatbázisok esetén 

 

A felezve (konstans hőmérséklet eloszlással) csökkentett vizsgálat és 6 adat ese-
tében a digitalizált hőmérséklethez viszonyítva a legnagyobb eltérés 0,5% alatt 
van. Amennyiben a görbe bonyolultabb része súlyozottan szerepel a számítások-
ban, vagy pedig ha egyenletes koncentráció eloszlással bír az adatbázis (pl. 10% 
Al 2O3-onként egy mért adat – mérés-tervezés szempontjából ez a fontos), akkor 
az eltérés 7 adat felhasználása esetén maximum 0,21%-a a digitalizált hőmérsék-
letnek. Az elvégzett vizsgálataink alapján kijelenthető, hogy egy-egy likvidusz 
görbe leírásához nem szükséges nagyon sok adatpont rögzítése, hanem a számí-
tott eredmények pontosságának lényegi romlása nélkül elegendő 6–7 (megfele-
lően reprezentatív koncentráció eloszlású) összetételnél meghatározni a 
likvidusz hőmérsékletet. Figyelembe véve, hogy a bonyolultabb likvidusz gör-
bék esetén a számított polinomok fokszáma elérheti az 5-öt is, az pedig egyér-
telmű, hogy 6–7 adatpontra veszélyes ötödfokú egyenletet illeszteni, ezért meg-
állapítottuk, hogy az alkalmazandó polinom fokszámának kétszerese, de mini-
mum 6 adat a szükséges mérési adatbázis nagysága.  

a) b) 
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2. Mérési hiba kereső algoritmus kidolgozása 

Az egyensúlyi fázisdiagram számítás eredményeként kapott adatok elemzése 
során különböző nagyságú eltérésekkel találkozunk. A mérési hibás adatok ki-
szűrése és törlése érdekében fontos megkülönböztetni az ESTPHAD módszerrel 
számított hőmérséklet-értékekben megjelenő hibák eredetét. Mérési adatok köz-
vetlen feldolgozása során „mérési hibáról” és „számítási hibáról” is beszélhe-
tünk. A mérési hiba a „valódi” és a „mért” hőmérséklet közötti eltérést jelenti, az 
ESTPHAD módszer számítási hibája pedig a „mért” és a „számított” hőmérsék-
let közötti különbséget. A számítási hibákat többek között az alkalmazott poli-
nomok fokszámának változtatásával, vagy rendszerfüggő paraméterek segítsé-
gével lehet javítani (pl. monotektikus rendszerek, nonvariáns pontok [4.]). A 
mérési hibák okozta eltérések kiküszöbölhetőek a nem megfelelő pontosságú 
adatok törlésével. Kidolgoztunk egy ESTPHAD módszerhez kapcsolt „mérési 
hiba kereső algoritmust”, mely segítségével megvizsgálható, hogy a mérési adat-
sorban van-e a mérési hibatűrést meghaladó eltérés. 

A mérési hibák jellegük alapján két csoportra oszthatóak, megkülönböztet-
hetünk „egyedi hibákat”, illetve „rendszeres hibákat”. Jelen megoldásunkkal az 
„egyedi” mérési hibás pontokat lehet azonosítani. A mérési és számítási hibák 
elkülönítése érdekében az algoritmus kidolgozásának kezdetén feltételeztük, 
hogy egymás mellett közvetlenül nem jelenik meg több mérési hiba (tehát a 
mérési hibák kiugró, egyedi adatok), míg az ESTPHAD módszer számítási hibá-
ja – a polinomiális közelítésnek köszönhetően – egyszerre több, szomszédos 
értékekben is megmutatkozik. Egyedi mérési hibának tehát azt tekintjük, amely 
a két szomszéd (az adatbázisban közvetlenül előtte és utána álló) adattól a 
likvidusz hőmérséklet-mérés elfogadható mérési hibájánál nagyobb mértékben 
különbözik. 

A 3. ábra 4 részből áll. Az a) részén a MgO-SiO2 egyensúlyi fázisdiagram-
ban [5.] szereplő krisztobalit fázis likvidusz görbéje van 50 adattal digitalizálva. 
A likvidusz hőmérséklet számítása az 50 adatból reprezentatívan kiválasztott 10 
adat felhasználásával történt, de mind az 50 pontban ellenőriztük a mért és a 
számított értékek eltérését. A b) ábrarészben látható számításnál ugyanezen 10 
adatból álló adatbázisból véletlenszerűen kiválasztottunk egy adatpontot (nevez-
zük cMH összetételnek) és a digitalizált hőmérséklet értékéhez 25 K „mestersége-
sen generált mérési hibát” adtunk hozzá, majd a számításokat újra elvégeztük. 
Amennyiben csak az ebben a számításban résztvevő 10 adatnál nézzük az eltéré-
seket, akkor negatív irányba -8 K-nél nincs nagyobb eltérés, pozitív irányba 
pedig polinom fokszámtól függően 20 K és 13 K között van a legnagyobb hiba, 
mivel a polinomiális közelítés „csökkenti” a mesterséges hiba 25 K-es nagysá-
gát. A 3. ábra c) részén a b) esetben, 10 adatra (benne a 25 K-es hibás pont) il-
lesztett A(i) paraméterekkel számítottuk ki a hőmérsékletet mind az 50 digitali-
zált pontban. Megfigyelhető az a) és a c) részt összehasonlítva (mindkettőnél 50 
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pontra, de 10 adat alapján történik a számítás), hogy egyetlen nagyobb mérési 
hiba mennyire lecsökkenti a pontosságot a teljes adatbázis tekintetében. A méré-
si hiba közvetlen környezetében a polinom fokszámának emelésével hiába csök-
ken pozitív oldalon a legnagyobb eltérés, negatív irányba egyre nő a hiba mérté-
ke, és a -14 K-t is eléri. Összességében tehát a 25 K eltérés (mesterségesen bele-
helyezett mérési hiba) benn marad a rendszerben, csak eltolódva. 
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3. ábra.  A digitalizált és a számított hőmérséklet eltérése 
a) 50 adat, mérési hiba nélkül; b) 10 adat, 25 K plusz mérési hibával; c) 50 adat, 

25 K-es plusz mérési hibával, a „b” rész A(i) paramétereivel számolva; 
d) mérési hiba törölve, 9 adatból számolt A(i) paraméterek  

„c” eset 50 adatára alkalmazva. 

 
A mesterségesen belehelyezett mérési hibát a rendszerből eltávolítottuk, és 

a megmaradó 9 adat felhasználásával újra elvégeztük a számításokat. A kiszámí-
tott A(i) paraméterek segítségével pedig mind az 50 pontban kiszámítottuk a 
likvidusz hőmérsékletet, és összehasonlítottuk a mért és a számított értékek elté-
rését. Látható, hogy nagyobb eltérés csak és kizárólag a mérési hibás pontnál 

a) c) 

b) d) 
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jelenik meg, hiszen az ESTPHAD módszerrel kiszámított hőmérséklet-értékben 
ennél a cMH összetételnél már nincs benne a mérési hiba, a többi 9 pont segítsé-
gével az adott összetételnél a valódi hőmérsékletet számítja (amiben elfogadható 
mértékű mérési és számítási hiba van, akárcsak a többi adatpontban). Így ha 
megnézzük a különbséget a cMH összetételű ötvözet – plusz mérési hibával ter-
helt – digitalizált és – korrigált adatbázissal – számított likvidusz hőmérséklet 
közötti különbséget, látható, hogy az eltérések 23 és 25 K között mozognak, a 
polinom fokszámától függően [3. ábra d) rész]. Ebből pedig az következik, hogy 
a többi 9 adatra történő görbe illesztéssel meg lehetett határozni a (esetünkben 
szándékosan generált) mérési hiba körülbelüli nagyságát. 

Az előbbiekben mesterségesen generált mérési hibával mutattuk be a 
nem elfogadható mértékű mérési hiba ESTPHAD számításra gyakorolt negatív 
hatását. A gyakorlati esetekben azonban nem tudjuk hogy van-e, és ha igen mely 
adatnál és mekkora hiba, ezért szükséges egy matematikai módszer alkalmazása 
a hiba kimutatására. Az ESTPHAD módszerrel kiszűrhető „nem elfogadható 
mértékű mérési hiba” definíció szerint nagymértékben különbözik az adatbázis-
ban előtte és utána álló számított hőmérséklet-értéktől. A hibakeresés matemati-
kai megoldásában is az adott pontban megjelenő eltérést kell a két szomszédos 
érték eltérésével összehasonlítani. Ekkor két különbségérték adódik (egy az 
adott pont előtt állóval, egy pedig az azt követővel), ezért a két különbség össze-
gét osztani kell kettővel. Ha az eltérések között jelentős különbség van, akkor 
nagy, a mérési hibához közeli értéket fogunk kapni. A következő egyenletet 
írtuk fel az adatbázis „j”-edik adatára kifejezve: 
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(3) 

 
ahol: H(…) adott pontban a mérési hiba nagysága, 
 E(…) adott pontban a mért és a számított hőmérséklet el-

térése, 
 i, j, k  az adatbázisban rendre egymást követő adatok. 

Amennyiben H(j) nagyobb az adott rendszerhez megadott elfogadható mé-
rési hibahatárnál, akkor azt a „j”-edik adatot törölni kell az adatbázisból.  

Köszönetnyilvánítás 

A munkát a TÁMOP-4.2.1.B-10/2/KONV-2010 projekt támogatásával végeztük. 
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