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IMPROPRIUS INTEGRALOK NUMERIKUS
KISZAMITASA

BARANYI LASZLO

Miskole

Ebben a dolgozatban egy moédszert ismertetiink, amellyel a véges intervallumra vonatkozo
improprius integral értéke tetszGleges pontossdggal kozelithetd.

1. Bevezetés

Az improprius integralok kiszAmitdsira tobbféle modszert dolgoztak ki. Az
egyik legismertebb a Gauss-féle kvadratura [2]. E modszer hatranya, hogy nehezen
gépesithetd ; alkalmazésakor szembetaldlkozhatunk azokkal a problémékkal, hogyan
valasszuk meg a stlyfiiggvényt, a vizsgélt intervallumon erre ortogonalis polinomokat,
és hogy hogyan hatdrozzuk meg ezek zérushelyeit. Egy masik kiszdmitdsi méd az,
hogy a pélus kis kérnyezetében elhanyagoljuk az integral értékét. Ennek hdtrdnya,
hogy adott pontossdg eléréséhez 4ltaldban ,,igen kozel kell menni”’ a polushoz, s az
ottani nagy derivalt értékek miatt a konvergencia lassq.

Ebben a dolgozatban (s ennek [1] el6zményében) egy egyszerdi, jOl gépesithets
mébdszert mutatunk be, amellyel egy alsé és egy felsd korlatot tudunk adni az impro-
prius integral értékére, amelyek tetszSleges mértékben kozelithetk egymashoz.

2. Az improprius integrdl szimitdsa

Tekintsiik az

2.1) I:xfﬁ)-;, 0<b<l

integrélt, ahol az (x,, X,] szdmkozben f(x)=0, f(x,)=0, az f fiiggvény folytonos
[x1, xo]-ben, f7(x;) 1étezik és 0. Az ilyen tipusi integralokra a kovetkezdét bizo-
nyitjuk.

2.1. SEGEDTETEL. Ha van egy olyan e>0 szam, hogy az (xy, x; +¢&) intervallu-
mon f”(x) létezik és f”(x)=0, akkor a (2.1) integral az alabbi médon becsiilhets:

= od = d
R@+ [ poop= 1= RO+ [ TP
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ha f"(x)=0, x€(xy, x;+¢€);

Ry(®) +x;/:‘:%)]~" <I< R2(3)+xlj:'2 _L%F’
ha f”(x)=<0, x€ (x;, X, +€),
ahol
gl=b
2.2 Ry(e) = v
(2.3) Ry(e) = & %
A-d)f(x1+8)]
Bizonyitds. Vezessiik be a kovetkez§ fiiggvényeket:
2.4) £0) = {’;((x’;ﬂ (x—x), 1;: ; ixjxx:-;
(2.5) fulx) = I—{ﬁgﬂ (x—xy), ha x,=x=x+¢

f(x), ha X +é&<x=x,.

Léthat6, hogy (2.4)-ben az érintGjével, (2.5)-ben a hurjaval helyettesitettiik az f(x)
fiiggvényt az [x,, X, + &] zart intervallumon. A (2.1)—(2.5) kifejezések alapjén irhatjuk:

g ® odx
(26) Il = x-!. ngj}T i Rl(s)+x1{g [f(x)]h s
(2.7) 12 = xl[ ——Lf_:iz)]h = R2(5)+ xl‘[; Lf‘(i;c)]b .

A masodik derivaltakra tett feltevés kovetkeztében az f; (x), fa(x) fiiggvények egyike
majoréalja, mésika pedig minorélja az f(x) fiiggvényt az (x,, x;+¢) intervallumon,
igy a (2.6), (2.7) integralok egyike also, masika pedig fels6 korlatja a (2.1) integrdlnak.
Konnyen beldthatd, hogy

Rt O Tha RS2 0, e (e G oF E)
és
L<I<I; ha f'(x) <0, x€(xp,x+é).

Ha a (2.7) integralbél kivonjuk a (2.6) osszefiiggés 4ltal meghatdrozott integralt,
akkor a kovetkez6t kapjuk:

I,—I, = Ry(e) — Ry(e).
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Ez a kiilonbség alkalmasan megvélasztott & érték esetén tetsz8legesen kicsivé tehetd,
mert egyrészt a masodik tag O<b<1 miatt zérus hatdrértékii, mdasrészt

. . . €
1&1_[_1'& (—1) = IBI_I}%RQ(E) Rt 15T Ial_l;l% [f'(x1+e)]b >

1 1-bl _
l—bwiﬂn+a.ﬂ)[ﬂ*+ﬂ 't =

1
T 1-b f'(x)

Ez utébbi hatarérték zérus volta a segédtétel feltételeibdl nyilvanvald, mert az f(x)
fiiggvény az x=x; helyen folytonos is.
Ezzel a segédtételt bizonyitottuk.

lim [f(a+e)] " =0.

2.1. Megjegyzés. A (2.1) integralt a (2.6) és (2.7) integralok szimtani kdzepével
kozelitve az E(e) hibakorlat

28) E(e) = 5 [R(®)~ R (@)

azaz
|r_i%ﬁ| < E@).

2.2. Megjegyzés. A 2.1. segédtétel egyszeriien kiterjeszthetS arra az esetre is,
amikor az f(x) fiiggvény zérushelye x=x,. Itt eddig olyan integralokat vizsgaltunk,
amelyeknél az integrandus pdlusa az intervallum valamely végpontjiban volt.
Amennyiben a polus az intervallum belsejében van, akkor az integrél feloszthat6
két — az el6zGkben mar targyalt — esetre.

2.3. Megjegyzés. Amennyiben az (x;, x,+¢) intervallumon f”(x)=0, egyéb-
ként pedig az f(x) fiiggvényre teljesiilnek a 2.1. segédtétel el6tt megfogalmazott
feltételek, akkor azt kapjuk, hogy

1= 2O+ | g

mivel a fent emlitett intervallumon az f(x) fiiggvény, a hirja és érintGje egybeesik.

3. Numerikus példak

Az improprius integrilok numerikus szdmitdsdra készitettiink egy szimitégépes
programot FORTRAN programozaési nyelven. Az aldbbiakban roviden bemutatjuk,
hogyan kell a program INPUT adatait el6késziteni; ismertetjiik tovabbé a program
vazlatos miikodését, majd kozliink néhdny konkrét szdmpéldat.
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Az INPUT adatok elokészitése
a) Az f’(xo)=f, derivlt kiszdmitdsa az f(x) zérushelyénél (x,=x; vagy Xs).
b) A megkivant pontossignak megfeleld E,, E, hibakorlatok felvétele (1. a
folyamatabrat).
¢) Az ¢ kezdeti, g értékének megvélasztdsa.

A vizigles folyomatdbea

[(FEfD (txh %o % b 1. E0 i En |

E‘-D
i
| LTSI

[ B
i
B2 ® ol be e EII°
nem
R

igen

igen

—

L]
R I,:ﬂu:ﬂh kiszdmitdsa E; pontossdggal® ‘
=

—

L=, oRy
.
5

Néhdny példa

Az aldbbiakban bemutatjuk néhany improprius integral kozelitS értékét, E hiba-
korlatjat s a hozzé tartozd e, valamint R, (¢) értékeket. Erdemes megjegyezni, hogy
amennyiben a (2.1) integral értékét az (x, +é&, x,) intervallumon szdmitott integrallal
kozelitenénk, akkor az elkdvetett hiba kozelitSleg az itt leirt R, (e) értékével lenne
azonos.

w2
a) I= [ j‘i_ ~ 2,62205755
0 sinx
E=5-10"°
= 6,25 -104

Ry (e) = 4,999999 9999102

1 L. a 3.1. megjegyzést.
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b)

0,5
1= { _Axdx 10000000
V1—-4x2

E=5.10"*
g=55-10"°
R, (¢) = 4,6904157599.10-*

A pontos megoldas: I=1.
1
c) f ( 5 =~ 3,284 952535

E=3. 10‘”
e=125-10""*
R, (&) = 0,224 880474 60
d) Osszenyomhaté kézeg kidramldsa tartalybdl; kifolyasi idS.

- f'—;di—_—ﬂ__-' 1,1029324,
1 VS(xD"—l)

ahol
x, = 1,577 440 966
E=5-10"%
e=3,125-107%

R,(g) = 7,905 694 1505-10~2
A pontos megoldas:

1= -l;-—g- [x22(34+2x2%) Vx3* — 1+ 3arsh (Vx3* — 1)] = 1,102932428.

e) Osszenyomhatatlan folyadék kifolydsa tartdlybdl; kifolyasi idS.

I= fl—md; ~ 1,013 105
—T—x(l — x4
E=5-10"7
g =103

(e a bal oldali p6lusnal)
Rlb(sb) = 0,529 150 262 2

(A bal oldali pélusra vonatkozé R, (e))
81 = 8 - 10—5
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(¢ a jobb oldali pSlusnal)
Ry;(g;) = 2,309 401 1-10°®
(A jobb oldali pélusra vonatkozo R, ()

3.1. Megjegyzés. Az I, integralt ugy szamitjuk, hogy az integréldsi intervallumot
tobb, a pdlustdl tavolodva novekvd hosszusagn részintervallumra osztjuk, s ezeken
az integralist a Romberg-féle kozelitd integrdcids mddszerrel végezziik. Jelenleg
mindossze hérom részintervallum van; ezek hosszat az integrandust tekintetbe
véve célszerfien a kovetkez6 maodon valasztottuk: 10g; 0,01 (xy—x;—118);
0,99 (x—x;—112). A részintervallumok szaméanak novelésével az adott pontossag
cléréséhez sziikséges szamitdsi munka csokkenthetd.

Végiil megkoszondm Kis OTTO és VINCZE ENDRE professzoroknak a dolgozat
megirdsdhoz adott igen értékes tandcsaikat.
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NME ARAMLAS- ES HOTECHNIKAI GEPEK TANSZEKE
3515 MISKOLC-EGYETEMVAROS

NUMERICAL EVALUATION OF IMPROPER INTEGRALS

L. BARANYI

In this paper a method is shown for the computation of improper integrals over a finite
interval.

Alkalmazott Matematikai Lapok 8 (1982)

83-3153 — Szegedi Nyomda — F. v.: Dobé Jozsef igazgatd



